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Contenu du polycopié

Le présent recueil d’exercices compléte le polycopié du cours du Module AP-12 : ANALYSE REELLE. 11
s’adresse aux éléves de la premiére année du cycle préparatoire de ’Ecole Nationale des Sciences Appli-
quées d’Al-Hoceima (ENASH).

Ce recueil contient des exercices corrigés ainsi que des exercices non corrigés. J’espére que ces exercices ai-
deront a la compréhension du cours traité en amphi et permettront de complétes la formation et les acquis
des éleves du CP de TENSA d’Al-Hoceima.

Avertissement : Les énoncés des exercices proposés ainsi que les solutions proposées
peuvent contenir des erreurs de calculs, des erreurs de frappe, ... etc.

Il est donc demandé au lecteur de faire attention aux calculs et toute erreur signalée est la
bienvenue sur l'adresse : mohammed.heyouni@gmail.com

Pour rappel, le polycopié du cours ainsi que le recueil d’exercices traitent les chapitres suivants :

e Chapitre 1. Nombres réels.
Partie minorée, majorée, bornée. Borne supérieure et inférieure. Axiome de la borne supérieure. Propriétés
de la borne supérieure (inférieure). Propriétés de la valeur absolue. Propriétés de la partie entiére d’un
réel.

o Chapitre 2. Suites numériques.
Généralités sur les suites de type u, = f(n) et sur les suites récurrentes. Suite stationnaire bornée, mo-
notone. Convergence d’une suite. Suites extraites. Suites de Cauchy. Opérations sur les suites. Suites
arithmétiques et géométriques. Suites adjacentes. Suites récurrentes du type u, = f(u,—1) et du type
Up=QUp_1+bup_o.

o Chapitre 3. Fonctions réelles. Limite et Continuité.
Parité d’une fonction. Fonction périodique. Fonction bornée. Fonction monotone. Opérations sur les fonc-
tions. Limite d’une fonction. Limites usuelles. Continuité d’une fonction. Restriction et prolongement d’une
fonction. Propriétés des fonctions continues. Théoréme des valeurs intermédiaires. Théoréme de Bolzano.
Injectivité, surjectivité et bijectivité. Fonction réciproque et monotonie. Fonctions uniformément continues.
Théoréeme de Heine. Fonction lipschitzienne. Fonctions continues et suites de réels.

o Chapitre 4. Fonctions réelles. Dérivabilité.
Dérivée d’une fonction. Dérivée & gauche et dérivée a droite. Interprétation géométrique de la dérivée. Ex-
trémums et dérivabilité. Opérations sur les dérivées. Dérivées successives. Fonction de classe C™. Formule
de Leibniz. Théoréeme de Rolle et accroissement finis. Regle de ’'Hospital. Formule de Taylor-Young. Dé-
rivation et intégration des développements de Taylor-Young. Développements limités : définition, dévelop-
pement des fonctions usuelles, opérations sur les développements limités, application des développements
limités.
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e Chapitre 5. Fonctions trigonométriques, hyperboliques et réciproques.
Théoréme de la bijection et de la bijection réciproque. Fonctions trigonométriques réciproques : arcsin,
arccos et arctan. Fonctions hyperboliques : sinh, cosh et tanh. Fonctions hyperboliques réciproques :
argsinh, argcosh, et argtanh. Formulaire de trigonométrie "hyperbolique”.

e Chapitre 6. Intégration de fonctions réelles.
Notion d’intégrale au sens de Riemann. Théorémes de calcul intégral. Intégration par parties. Change-
ment de variables. Primitives des fonctions usuelles et des fractions rationnelles. Notions sur les intégrales
généralisées : convergence, convergence absolue, criteres de convergence.
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Chapitre 1

Nombres réels

1.1 Exercices corrigés

1.1.1 Enoncé des exercices

Exercice I-01.

1. Démontrer quesireQetx¢ Qalorsr+x¢Qetsir#0alors r.x¢Q.
2. Montrer que V2 ¢ Q

3. En déduire : entre deux nombres rationnels il y a toujours un nombre irrationnel.

n .
Exercice I-02. Soit p(x) = Z a;-x'. On suppose que tous les coefficients a; sont des entiers.
i=0

1. Montrer que si p a une racine rationnelle % (avec a et f premiers entre eux) alors a divise ag et f
divise a,.

2. On considére le nombre v2 + v/3. En calculant son carré, montrer que ce carré est racine d’'un poly-
noéme de degré 2. En déduire, a 'aide du résultat précédent qu’il n’est pas rationnel.

Exercice 1-03.

1. Soit N, =0,19971997...1997 (n fois). Mettre N, sous la forme § avec p,q € N*.
2. Soit M =0,199719971997...... Donner le rationnel dont I’écriture décimale est M.

3. Méme question avec : P =0,11111...+0,22222...4+0,33333...+0,44444...+0,55555...+0,66666. ..+
0,77777...+0,88888...+0,99999...

In3
Exercice I-04. Montrer que oo est irrationnel.
n



2 CHAPITRE 1. NOMBRES REELS

Exercice I-05. Le maximum de deux nombres x,y (c’est-a-dire le plus grand des deux) est noté max(x, y).
De méme on notera min(x, y) le plus petit des deux nombres x, y.

1. Démontrer que :
x+y+|x—yl x+y—|x—yl

max(x,y) = 2 et min(x,y)= B

2. Trouver une formule pour max(x,y, z).

Exercice I-06. Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne
inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des ensembles suivants :

1
(@) [0,11nQ, (b) 10,1[nQ, (c) {(—1)”+E|n€l\l*}.

Exercice I-07. Soient A et B deux parties bornées de R. On note A+B={a+b|(a,b)€ A x B}
1. Montrer que sup A +supB est un majorant de A + B.

2. Montrer que sup(A + B) =supA + supB.

Exercice I-08. Soit A = {% +(=1)", n € N*}. Déterminer sup A et inf A.

Exercice I-09. Soient A et B deux parties non vides et majorées de R. Que dire de sup(A NnB), sup(A UB),
sup(AB)? (A + B (resp. AB) désigne I'ensemble des sommes (resp. des produits) d'un élément de A et d’'un
élément de B).

Exercice I-10. Si a et b sont des réels positifs ou nuls, montrer que :

Va+Vb<2Va+b.

Exercice I-11. (Moyennes arithmétique, géométrique et harmonique)
Soient x et y deux réels tels que 0 <x < y. On pose m = % (moyenne arithmétique), g = ,/xy (moyenne
géométrique) et % = %(% + %) (moyenne harmonique). Montrer que

x<hsgsm=<y.

Exercice I-12.
1. Montrer que : VxeR, E(x+1)=E(x)+ 1.

2. Montrer que : V(x,y) € R?, E(x) + E(y) < E(x + y).

3. Montrer que : V(x,y) e R2, E(x) + E(y)+ E(x + y) < E2x) + E(2y).

Exercice I-13. Montrer que Vn e N*, Vx € R, E(l@) =E(x).
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Exercice I-14. Soit A une partie non vide et bornée de R. Montrer que sup{|x—y|, (x,y) € A%} = supA—infA.

Exercice I-15. (Inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski)
Soient a1,..., an, b1,..., b, des nombres réels.

1. En considérant la fonction f : x— ¥} _ (ar +xb )2, montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n n n
|Zakbk|5 Za% Zbi
h=1 Vizi “Viz

2. En déduire l'inégalité de Minkowski :

\/Z(ak +by)? S\/
k=1 k

S

n
2 2
ak +\/Z bk'
1 k=1
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1.1.2 Correction des exercices

Correction exercice I-01.

1. Soitr= § € Q et x ¢ Q. Par 'absurde supposons que r, :=r+x € Q alors x =r, —r € Q (car la différence
entre 2 rationnels est un rationnel), ce qui contredit le fait que x ¢ Q.

D’une fagon analogue, on vérifie que r-x ¢ Q.

2. Méthode "classique”. Supposons, par Iabsurde, que v2 € Q alors il existe deux entiers p, g tels que
V2= %. De plus nous pouvons supposer que la fraction est irréductible, c’est a dire que p et q sont
premiers entre eux.

En élevant I’égalité au carré, on voit que p? est une nombre pair car g2 x 2 = p2. Ainsi p est un
nombre pair (car sinon p serait impair, i.e., p=2k+1.Or Rk +1)2 =4k%2 +4k +1= 2F + 1, et done p?
est impair!)

Donc 3p’ €N tel que p =2 x p’, dot1 p2 =4 x p'? et ainsi, on a également g2 =2 x p'2.

Nous en concluons que g2 est également pair et comme ci-dessus que q est pair.

Ainsi, nous arrivons a une contradiction car puisque p et ¢ sont tous les deux pairs alors la fraction
§ n’est pas irréductible et doit étre simplifiée. Donc v2 ¢ Q.

Autre méthode. Egalement, par I'absurde, supposons que v2 € Q. Alors v2 = § pour deux entiers

p,q €N* et ainsi, nous avons ¢ - v2 € N. Soit alors 'ensemble suivant :
N={neNIn-vaen}.

Lensemble N 5 est une partie de N* qui est non vide car g € N vz- On peut alors prendre le plus petit
élément de N\@ tno= minN\/i.

En particulier ng-v2 € N. Définissons maintenant n de la fagon suivante : ny =ng- V2-ny.

Il se trouve que n; appartient aussi a N 5 car d'une part ny € N (car ng et no- V/2 sont des entiers) et
d’autre part n1-v2=n¢-2—-ngo-vV2eN.

Montrons maintenant que n1 est plus petit que ng.

Comme 0 < v2-1<1 alors n1 =no(v2—-1) < ng et est non nul.

Ainsi, nous avons trouvé nj € N ;5 strictement plus petit que ng = minN s, ce qui aboutit & une
contradiction. Conclusion : v/2 n’est pas un nombre rationnel.

3. Soient r,r’ deux rationnels avec r < . Notons x =r + g(r’ —r). Alors, d’'une part x €lr,7'[ (car 0 <

V2

5 <1) et d’apres les deux premiéres questions, on a

ﬁ(rl;r)et@,

donc x ¢ Q. Et donc x est un nombre irrationnel compris entre r et r'.

Correction exercice I-02.

n 13
1. Soit % € Q avec pged(a, f) = 1. Alors, si % est une racine de p alors p(%) =0, et donc Z a; (%) =0.
i=0

En multipliant par " nous obtenons :
aoft+araf l+ - +an1a”  ft+ana =0.

En factorisant tous les termes de cette somme par B sauf le dernier, on obtient 8q +a, a™+ =0 (ou
q € 7). Ainsi, B divise a,a”, mais comme et a” sont premiers entre eux alors par le lemme de Gauss
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B divise a,.
De méme en factorisant par a tous les termes de la somme précédente, sauf le premier, on a agf” +
aq' =0 (ou ¢’ € Z) et par un raisonnement similaire au précédent, on a aussi « divise ay.

2. Soit A = v2+ /3, alors A2 =5 +2y2y/3. Et donc (A2 5) = 4 x 2 x 3 = 24. Posons p(x) = (2% — 5)% — 24,
qui s’écrit aussi p(x) = x* — 10x2 + 1 et qui vérifie p(1) = 0.
Si nous supposons que A est rationnel, alors A = % et d’apreés la premiere question a divise le terme
constant de p, c’est-a-dire 1. Donc a = +1.
De méme g divise le coefficient du terme de plus haut degré de p, donc f divise 1, soit § = 1. Ainsi
A= =1, ce qui est évidemment absurde !

Correction exercice I-03.

1. Soit p = 19971997 ...1997 et ¢ = 100000000 ...0000 = 10*". Alors N,, = ;i.

n fois

2. Remarquons que 10000 x M = 1997,19971997 .... Ainsi, 10000 x M — M = 1997 et donc 9999 x M =

0
DouP=3+2+. 4312945

In3
Correction exercice I-04. Par I'absurde supposons que no soit un rationnel.
n

In3

Il existe alors p =0 et g > 0 des entiers tels que ln—2 = B. Ainsi, on a ¢Iln3 = pIn2. Et, grace aux propriétés
n q

du logarithme, on a In(39) = In(2?) et aussi 37 = 27,

Si p =1 alors 2 divise 3¢ donc 2 divise 3, ce qui est absurde.
Donc p = 0. Ceci nous conduit a 'égalité 3% = 1, donc g = 0. La seule solution possible est p =0, ¢ = 0. Ce

. : In3 o
qui contredit g # 0. Donc oo est un irrationnel.
n

Correction exercice I-05.
1. Explicitons la formule pour max(x, y).
Six =y, alors |x—y|=x—y donc %(x+y+|x—y|): %(x+y+x—y):x.
De méme si x < y, alors |[x —y| = —x+y donc %(x+y+|x—y|): %(x+y—x+y):y.

2. Pour trois éléments, nous avons max(x, y,z) = max (max(x, y),z), donc d’apres les formules pour deux
éléments :

max(x,y) + z + |max(x, y) — z|

2
B %(x+y+|x—y|)+z+|%(x+y+|x—y|)—z|
= 3 )

max(x,y,z) =
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Correction exercice I1-06.

(a) Pour I'ensemble [0,1]1Nn Q.
L'ensemble des majorants est : [1,+oo[ et 'ensemble des minorants est : ] — oo, 0].
Ainsi, la borne supérieure est : 1, la borne inférieure est : 0, le plus grand élément est : 1 et le plus petit
élément est 0.

(b) Pour I'ensemble 0, 1[NQ.
L'ensemble des majorants est : [1,+oo[ et 'ensemble des minorants est : ] — o0, 0].
Ainsi, la borne supérieure est : 1, la borne inférieure est : 0. Par contre, Il n’existe pas de plus grand
élément ni de plus petit élément.

(¢) Concernant 'ensemble {(—1)" + n—12 | n e N* }

L'ensemble des majorants est : [%, +oo[ et celui des minorants est : ] —oo,—1].
Ainsi, la borne supérieure est : %, tandis que la borne inférieure est : —1. On voit aussi que le plus grand
élément est : %, mais il n’y a pas de plus petit élément.

Correction exercice I-07.

1. Soient A et B deux parties bornées de R. On sait que supA est un majorant de A, c’est-a-dire, pour
tout a € A, a <supA. De méme, pour tout b € B, b < supB. On veut montrer que supA + supB est un
majorant de A + B.

Soit donc x € A + B. Cela signifie que x est de la forme a+b pouruna € A et un b € B. Or a <supA, et
b <supB, donc x =a+b <supA +supB. Comme ce raisonnement est valide pour tout x € A + B cela
signifie que sup A +supB est un majorant de A + B.

2. On veut montrer que, quel que soit € > 0, supA + supB — € n’est pas un majorant de A + B. On prend

donc un € > 0 quelconque, et on veut montrer que sup A + supB — € ne majore pas A + B. On s’interdit
donc dans la suite de modifier e.
Comme sup A est le plus petit des majorants de A, sup A —€/2 n’est pas un majorant de A. Cela signifie
qu’il existe un élément a de A tel que a > sup A —€/2. Attention : sup A —€/2 n’est pas forcément dans
A ; supA non plus. De la méme maniere, il existe b € B tel que b > supB —¢/2. Or I'élément x défini
par x = a + b est un élément de A + B, et il vérifie x > (supA —€/2) + (supB —€/2) = supA + supB —e¢.
Ceci implique que sup A + supB — € n’est pas un majorant de A + B.

3. supA +supB est un majorant de A + B d’apres la partie 1. Mais, d’apres la partie 2., dés qu’on prend
un € >0, supA +supB —¢ n’est pas un majorant de A + B. Donc sup A + sup B est bien le plus petit des
majorants de A + B, c’est donc la borne supérieure de A + B. Autrement dit sup(A +B) = sup A +supB.

Correction exercice I-08. Posons pour n entier naturel non nul u, = % +(=1)" de sorte que

X 1 .1 .1 .1
A={u,,neN}=<50,-+1,--1,—-+1,—-—-1,...p.
2 3 4 5
On a alors,
—Pournzl,u2n=1+%.Dochn€N*,1<u2nsg.

— Pourn=1,u9, 1=-1+ Tl—l Done VneN*, -1<ug,_1<0.
Par suite, Vn e N*, -1 < u, < % Donc, sup A et inf A existent dans R et de plus -1 <infA <sup A < %

Ensuite, g =ug€A. Donc, sup A =max A = %

Enfin, pour chaque entier naturel nonnul n,ona -1 <infA <ug, 1=-1+ T{l On fait tendre n vers I'in-

fini dans cet encadrement, on obtient inf A = —1. (Notez que cette borne inférieure n’est pas un minimum).
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Correction exercice I-09.
1. ANB peut étre vide et on n’a rien a dire. Supposons donc A N B non vide.
Pour x€e AnB, on a x <sup A et x <sup B et donc x < min{sup A,sup B}. Dans ce cas, sup(A NnB)
existe et sup(A N B) < min{sup A,sup B}. On ne peut pas améliorer. Par exemple, soit A =[0,11nQ
et B=([0,11n(R\Q))u{0}. On a supA =1, supB =1, AnB = {0} et donc sup(AnB)=0<1=
min{sup A,sup B}.

2. Pour x € AUB, on a x < max{sup A, sup B}. Donc sup(AUB) existe dans R et sup(AUB) < max{sup A,sup B}.
Inversement, supposons par exemple sup A = sup B de sorte que max{sup A,sup B} = sup A. Soit
alors € > 0. Il existe a € A tel que sup A —e <a <sup A. a est dans A et donc dans A UB.

En résumé, Vx € (A UB), x < max{sup A,sup B} et Ve >0, 3x € (A UB)/ max{sup A,sup B}—e<x et
donc sup(A U B) = max{sup A,sup B}.

3. Pour sup(AB), tout est possible. Par exemple, si A = B =] —00,0] alors sup A =sup B =0, mais AB =
[0, +ool et sup(AB) n’existe pas dans R.

Correction exercice I-10. On a pour a, b € R
Va+vVb<2Va+b e (Va+vVb)?<2a+b),

car les termes sont positifs, et la fonction x — x2 est croissante sur R,.
Evaluons la différence 2(a + b) - (va + vb)? :

2a+b)-(Va+ Vbl =a+b-2Vavb=(/a-Vb?=0.

Donc par I'équivalence, nous obtenons 'inégalité recherchée.

Correction exercice I-11. Soient x et y deux réels tels que 0 <x < y.

xrx _xty Yty
2 2

(Notez qu'on peut également écrire : m —x =

1. On peut écrire x =

=yetdoncx<m<y.

x+y y—x
—x=2"%>0).
g *= 5 =0

2. De méme, on peut écrire x =Vx.x < xy=g<,y.y=yetdoncx<g<y.

1 1
3. Onam—gz%— xy=§((\/§)2—2\/x_y+(\/§)2)=E(ﬁ—\/a_c)ZZOetdonc,xsgSmSy.

1 1 1 1
4. D’apres la question 1., la moyenne arithmétique de — et — est comprise entre — et —, ce qui fournit
x y x y

—

st;,ouencorexshSy.

L | =

1 1
5. D’apres la question 3., la moyenne géométrique des deux réels — et — est inférieure ou égale a leur
x

11 11 1
moyenne arithmétique. Ceci fournit [ —.— < 5(— + —) ou encore
Xy x

< — et finalement

0 | =
S R

Y

1 1 x+y
—+—, 8=V tm=——.
< y) g xy et m B
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Correction exercice I-12.

1. Soit x € R, alors, E(x)<x<E(x)+1puis E(x)+1<x+1<(E(x)+1)+1. Comme E(x)+1€Z, on a bien
E(x+1)=E(x)+1.

2. Soientx, y € R.On a E(x)+E(y) <x+y et E(x)+E(y) est un entier relatif inférieur ou égal a x+y. Ainsi,
puisque E(x + y) est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x + y, alors E(x)+ E(y) < E(x +y).

3. Soient x, y € R. Posons k = E(x) et [ = E(y) et distinguons les cas suivants :
Cas 1. Sixe[k,k+%[ etye[l,l+%[, alorsx+yelk+1,k+[+1[ et donc E(x+y) =k +1, puis E(x)+
EW+Ex+y)=k+l+k+1=2k+2].
D’autre part, 2x € [2k,2k + 1[ et 2y € [2,2] + 1[, et donc E(2x) + E(2y) = 2k + 2[. Dans ce cas, E(x)+
E(y)+E(x+y)=EQx)+EQ2y).

Cas2. Sixelk+3,k+1letyell, I+ alorsx+yelk+l+3,k+1+3[ et donc E(x+y)=k+l ou
k+l+1,puis E(x)+E(y)+E(x+y)=2k+2] ou 2k +2] + 1.
D’autre part, 2x € [2k+1,2k+2[ et 2y € [2],2]+1[ et donc E(2x)+E(2y) = 2k+2]+1. Ainsi, également
ona, Ex)+E(y)+E(x+y)<EQ2x)+EQ2y).

Cas 3. Si xe€[k,k+ %[ et yell+ %,l + 1[, de la méme facon on a de méme E(x)+ E(y)+E(x+y) <
EQ2x)+EQ2y).

Cas 4. Sixe[k+1,k+1[etye[l+3,1+1[, on vérifie également que E(x)+E(y)+E(x+y) =2k +21+2 =
EQ2x)+EQ2y).
Finalement, dans tous les cas, on a E(x) + E(y) + E(x +y) < E2x) + E(2y).

Correction exercice I-13. Soient n € N* et x € R. Alors,

Ex)<sx<Ex)+1 = nEx)<nx<nEx)+n
=> nEx)<Enx)<nEx)+n

= Ew<Z") B+l
= E(E(Zx)) - E®).

Correction exercice I-14. Posons B = {|y — x|, (x, y) € A%}.

A est une partie non vide et bornée de R, et donc m =inf A et M =sup A existent dans R.

Pour (x,y) €A%, onam=<x<Metm<yM,etdoncy—x<M—-metx—y<M—m ouencore |y—x|<M-m.
Par suite, B est une partie non vide et majorée de R. Et donc, B admet une borne supérieure.

Soit € > 0. Il existe (xq, yo) € A2 tel que xo <inf A + Setyo>supA-g.

Ces deux éléments xq et yy vérifient,

Iyo—xolZyo—xo>(supA—§)—(ian+%) =supA—-infA —e¢.

En résumé, on a donc
1. V(x,y)€ A%, |y—x| <sup A—inf A et

2. Ve>0,3(x,y) €A%/ |y —x| >sup A—inf A —¢.
Donc, sup B =sup A —inf A. sup {|ly — x|, (x,y) € A2} =sup A —inf A.
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Correction exercice I-15. (Inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski)

1. Dans le cas ou tous les b, sont nuls, alors 'inégalité est claire.
Sinon, pour x € R, soit f le trindme de second degré

o)=Y (ap+xbp)? = (Z b,%)x2+2(z akbk)x+ Y ol
k=1 k=1 k=1 k=1

Notons que f =0, il est donc de signe constant sur R et donc son discriminant réduit doit étre négatif
ou nul ce qui fournit :

n 2 n n
0=A= Zakbk) —(Za%)(sz),
k=1 k=1 k=1
ou encore

n n n

Zakbk =< Z Zbi

k=1 = k=1

2. Ona

Z(ak +bk)2 = Z a%+2 Z apbp + Z bi
k=1 k=1 k

IA
ngE
Q
EM
+
[\

I\
M=
Q
DN
+
)
M=
Q
DN
M:
o~
k‘[\')
i [\/]§

= k=1 k:1
P S

= > ap+y/ 2 by
k=1 k=1

etdonc,\/i(ak+bk)2s\/i \/i
k=1 k=1 k=1
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1.2 Exercices non corrigés

Enoncé I-01. Soit 1
I:{xeR |—2<x+—52}.
2x
1. Montrer que I est la réunion de deux intervalles.

2. Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne inférieure, le
plus grand élément, le plus petit élément de 1.

Enoncé I-02. On considére 'ensemble des nombres de la forme 1+ %, ou n décrit 'ensemble des entiers
strictement positifs. Cet ensemble est-il majoré? Minoré? A-t-il un plus petit élément? Un plus grand
élément ? Justifier vos réponses.

Enoncé I-03. Etant donné un ensemble A c R, écrire avec des quantificateurs les propriétés suivantes :

1. 10 est un majorant de A,

2. m est un minorant de A,

3. P n’est pas un majorant de A,
4. A est majoré,

5. A n’est pas minoré,

6. A est borné,

7. A n’est pas borné.

Enoncé 1I-04. Soit E 'ensemble des réels de la forme Z;ijﬁ avec n € N*. Lensemble E admet-il une borne

inférieure, une borne supérieure, un plus grand élément, un plus petit élément ?

Enoncé I-05. Soit E = {% cosn |n € N*}; calculer infE et supE.

Enoncé I-06. Soient A et B deux parties non vides de R telles que pour tout x de A et tout y de B on ait
x < y. Démontrer que sup A et infB existent et que sup A <infB.

Enoncé I-07. Soient I et J deux parties de N (a;;)
rer :

(i,j)el xJ UD€ famille non vide et bornée de réels ; compa-

inf(supa;;) avec sup(infa;;).
i . o l

J J

1
nol

ZineN*}.
n+s

1. Donner la borne supérieure et la borne inférieure (si elles existent) de D.

Enoncé I-08. Soit D = {

2. Cet ensemble admet-il un maximum, un minimum ?



1.2. EXERCICES NON CORRIGES 11

2p%-3q .
our p et g entiers
PZig p p q

Enoncé I-09. Soit A 'ensemble des nombres réels qui peuvent s’écrire x =
vérifiant 0 < p < gq.

1. Montrer que A est minorée par —3 et majorée par 2.

2. Déterminer infA et sup A (Indication : Pour la borne supérieure on pourra prendre ¢ = p +1).

Enoncé I-10. Soient x = (x1,...,x,) et y =(y1,...,yn) € R™.
On note ||x|1 = Z?:l lx;] et |x]lco = maxi<j<nlx;|. Montrer que dans les deuxcasi=1eti=20ona:

llx+yll; < llxlli + llyli.

Enoncé I-11. Pour tout x,y € R et A > 0 montrer que :

2
2xy < % +/ly2.

Enoncé I-12. Soit deux nombres réels a et b vérifiant : —1<a <4 et -3 <b < -1.Donner un encadre-
ment de a — b et de a/b.

Enoncé I-13. On note E(x) la partie entiére d'un réel x.
1. Montrer que V(x,y)€ R2 E(x)+E(y)<E(x+y)<Ex)+E(y)+1.

2. Calculer E(x) + E(—x) pour x € R.

).

E
3. Montrer que Vn e N* et Vx € R E(x) = E( (1)
n
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Chapitre 2

Suites numériques

2.1 Exercices corrigés

2.1.1 Enoncé des exercices

Exercice II-01. Soit (1,),>0 une suite réelle. Que pensez-vous des propositions suivantes ?

1. Si (u,), converge vers un réel ¢ alors (ug,), et (w2,+1), convergent vers £.
2. Si(ugn), et (we,+1)n sont convergentes, il en est de méme de (u,)y,.

3. Si (ugn)y, et (uo,+1)n sont convergentes, de méme limite #, il en est de méme de (u,),.

Exercice II-02. Montrer que toute suite convergente est bornée.

2nn
Exercice II-03. Soit ¢ un entier au moins égal a 2. Pour tout n € N, on pose u, = cos —.
q

1. Montrer que uy+q = u, pour tout n €N,

2. Calculer u,q et u,g+1. En déduire que la suite (u,) n’a pas de limite.

Exercice II-04. Déterminer la limite éventuelle quand n tend vers +oo des suites (1) dans les ces cas
suivants :

. n E 12
(@) 28 (b-) (1+1), o Elore)
n n E((n-1?)

N

d-) Vn?, (e-) Vn+1-+v/n, (f-) k=;3

13
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Exercice II-05. Soit x un réel.

1. Donner I'encadrement qui définit la partie entiere E(x).

Ex)+E@2x)+...+E(nx)
2

2. Soit (u,)nen* la suite définie par u, = . Donner un encadrement simple de

n

n
n? x u,, qui utilise Z k.

k=1

3. En déduire que (u,) converge et calculer sa limite.

4. En déduire que Q est dense dans R.

Complément : On dit que Q est dense dans R car on peut toujours trouver une rationnel r situé
strictement entre deux réels x et y, autrement dit

Vi, yeR, (x<y), IreQ, telquex<r<y.

En termes de suites , cela veut dire que chaque réel x peut étre approché d’aussi pres que I'on veut
par des rationnels.

Exercice II-06. Déterminer la borne supérieure et inférieure (si elles existent) de : A = {u,, | n € N} en
posant u, = 2" si n est pair et u,, = 27" sinon.

Exercice II-07. Montrer qu'une suite d’entiers qui converge est constante a partir d’'un certain rang.

Exercice II-08. Soitug =1— 2% et pour tout entier n = 3, soit

el 232

1 E-1)k+1
En remarquant que 1- —; = (k-Dk+D

ek T F . Trouver une expression simple de u,. En déduire que 1'on a

limun = 5

Exercice II-09. On considére les deux suites :

I LI ~ 1 N
Up = +2—!+§+~--+a e vn—un+n—!,P0ur neN.

Montrer que (1), et (v,), convergent vers une méme limite et que cette limite est un élément de R\Q.

Exercice I1I-10.
1. Soient a,b > 0. Montrer que vVab < %.

2. Montrer les inégalités suivantes (b =a > 0) :

+b
asast et a<Vab<b.
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3. Soient ug et vy des réels strictement positifs avec ug < vg. On définit deux suites (u,) et (v,) de la

facon suivante :
Up+Uy

Un+1=VUnlp et vpi1= 5

(a) Montrer que u, <v, quel que soit n € N.
(b) Montrer que (v,) est une suite décroissante.

(¢c) Montrer que (u,) est croissante En déduire que les suites (u,) et (v,) sont convergentes et
quelles ont méme limite.

Exercice II-11. Soit (u,) définie par ug et u; strictement positifs et u,+1 =u, +u,—1 pour n = 1.
Un+1

1. Montrer que lim( ) existe et la déterminer. Que remarquez-vous ?

Un

Un+1

2. Soit a, = . Exprimer a,1 en fonction de a,.

Un

3. Montrer que ag, et ag,+1 sont adjacentes.

4. Déterminer un rationnel r tel que ’r - %5‘ <1073,

Exercice II-12. Déterminer les suites bornées qui vérifient w12 =3u,+1 —2u,.

Exercice I-13. Déterminer u, en fonction de n et de ses premiers termes dans chacun des cas suivants :

1. VneN,du,i9 =4uny1+3u,.
2. VneN, duyio =uy.
3. VneN, duyi0 =4u, 1 +3u, +12.

4. YneN, 2 =-1 _ 1

7 Un+2 Un+1 Un
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2.1.2 Correction des exercices

Correction exercice I1-01.

1. Cette proposition est Vraie. En effet, toute sous-suite d'une suite convergente est convergente et
admet la méme limite.

2. Cette proposition est Fausse. En effet, un contre-exemple est donné par la suite (u,), définie par
U, =(—1)" qui vérifie que la suite extraite (u9,), est la suite constante de valeur 1 (et qui est donc
convergente) et de méme la suite extraite (ug,41), est constante de valeur —1. Cependant la suite
(uy), nest pas convergente.

3. La proposition 3 est Vraie. En effet, la convergence de la suite (u,), vers ¢, s’écrit :
Ve>0 AN eN telque (n=N = |u, - ¥ <e¢).
Fixons £ > 0. Comme, par hypothése, la suite (u2,), converge vers ¢ alors il existe N tel que
2p=N1=lugy—{|<e.
Et de méme, pour la suite (u2,+1), il existe N tel que
2p+1=No=lugps1—f<e.

Soit N =max(N1,N3), alors n =N = |u, — £| <&e. Ce qui prouve la convergence de (u,), vers ¢.

Correction exercice II-02. Soit (1, ) une suite convergente vers ¢ € R. Par définition
Ve>0 ANeN Vn=N |u,-Y|<e.

Choisissons € = 1, nous obtenons le N correspondant. Alors pour n = N, nous avons |u, —¢|<1,soit /—1<
u, <f¢+1.
Notons M = maxN{un} et puis M’ = max(M, ¢ +1). Alors pour tout n e N u, <M.

n=1,...,

De méme en posant m = nllin {u,} et m' =min(m, ¢ — 1) nous obtenons pour tout €N, u, =m'.
n=1,...,

Correction exercice I1-03.

1. On a up4q =cos (W) = cos(sz” +27Z) = cos(z’fT”) =u,.

2nqn

2. Ufn,q = COS(T) = COS(2n7I) =1= ug et unq+1 — cos(Z(nq+1)n) o

=cos|<L|=u;j.

(%)=
Supposons, par ’absurde que (z,) converge vers ¢. Alors la sous-suqite (ung)n converge vers £ comme
Ung = uo =1 pour tout n alors £ =1.
D’autre part la sous-suite (u,4+1), converge aussi vers ¢, mais u,q4+1 = 41 = €08 %”, donc ¢ = cos %”.
Nous obtenons une contradiction car pour ¢ = 2, nous avons cos %” # 1. Donc la suite (u,) ne converge
pas.
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Correction exercice I1-04. ]
sinn 0

sinn
n

. . 1 .
(a-) La fonction sin étant bornée, alors on a pour n € N*, < % Comme — - 0 alors lim
n n—+oo

n—+o00 n

1 n
(b-) Pour n tendant vers +oo, In ((1 + —) ) =nln
n

1+ l) ~ nx 1 1. Ainsi, ln((l + %)n) tend vers 1.

njtoco  n
n
Et puisque (1+2)" ="+ glors lim [1+—| =e.
n n—+oo n
(n+3)?-1 (n+3)?
(c-) Grace a la définition de la partie entiére, on a pour n =1, 2 <up< 2 .
(n—1)2 (n-12_-1
2 2
1y 4 142
Ainsi, comme les fractions (':::2)1)2 et (;nt )22) 7 tendent toutes les deux vers 1 quand n tend vers +oo,
-1 “De-

112
X -  E((+3)?)
alors d’apres le théoréeme des gendarmes lim oy = 1.
2

n 1 Inn
(d-) Quand n tend vers +oo, Vn? = enn(®) — p2In/n on 7 tend vers 0 quant n tend vers +oo et donc
n

lim Vn2=1.

n—+oo

1
(e-) OnaVvn+1—vn= , ce qui fait que lim vVrn+1-+vn=0.
n+l+yn n—+oo
n n 3
. 9 nnr+1)2n+1) 1 9 nn+1)@n+1) 2n° 1
(f-) On saltquekztlk ZTetdODC Ekzlk :TJ;;O@:E'

Correction exercice II-05.

1. Par définition la partie entiére de x est 'unique nombre E(x) € Z tel que E(x) <x <E(x)+ 1.

2. Lencadrement précédent appliqué au réel kx, (k=1,...,n) donne E(kx) < kx < E(kx)+1.
On a ainsi, E(kx) < kx et E(kx) > kx — 1, dou 'encadrement kx — 1 < E(kx) < kx.
En sommant cet encadrement pour % variant de 1 a n, on obtient :

i(kx— 1)< i E(kx) < i kx.

k=1 k=1 k=1

Ce qui donne
n

n
ka —n<n2-unSx‘Zk.
k=1

k=1
L +1
3. Sachant que Zkzn(n ),alors:
k=1
1 nn+1) 1 1 nn+1)
X ——————<U, <X — - .
n? 2 n n? 2
n(n+1)

1 1
Or — - tend vers > donc par le théoréme des gendarmes (u,) tend vers 5.
n
4. Chaque u, est un rationnel (le numérateur et le dénominateur sont des entiers). Comme la suite
(un) tend vers §, alors la suite de rationnels (2u,) tend vers x. Chaque réel x € R peut étre approché
d’aussi pres que 'on veut par des rationnels, donc Q est dense dans R.
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Correction exercice II-06. Il est facile de remarquer que(ug)r, tend vers +oo et donc 'ensemble A n’a
pas de majorant et par suite A n’a pas de borne supérieure.

De méme, on voit que toutes les valeurs de (u,) sont positives et que la suite extraite (u9.1)% tend vers 0,
donc infA = 0.

Correction exercice II-07. Soit (z,) une suite d’entiers qui converge vers ¢ € R.
La convergence de (u,) s’écrit :

Ve>0 INeN telque m=N=|u,-¥¢|<e¢).

Fixons € et posons, I =]1¢ —¢€,¢ +¢[. Pour € = % nous obtenons un N correspondant tel que pour n =N, u, €1.

Or l'intervalle I est de longueur 1, il existe donc au plus un élément de N. Donc I NN est soit vide soit un
singleton {a}. Ainsi, u, est un entier, qui vérifien =N = u, e I nN.
Par suite, I NN = {a}, et I'implication précédente s’écrit maintenant :

n=N>=>u,=a.
Donc la suite (u,) est stationnaire (au moins) a partir de N. En prime, elle est bien évidemment convergente

vers { =a €N.

. _p2 _
Correction exercice II-08. Puisque 1 - ,% = 1kf§ = %

(B=1)(k+1)
k.k ’

, alors en remplagant chaque fraction 1— k%

par expression équivalente on a

_(2—1)(2+1)(3—1)(3+1)“_(k—l)(k+1) (R)k+2) m(n—l)(n+1)
“n="939 33 Bk (k+D(k+1) nn

Tous les termes des numérateurs se retrouvent au dénominateur (et vice-versa), sauf aux extrémités. D’ou,

_1n+1 : _ =
un=35"% ethrrlnun—z.

Correction exercice I1-09.

1. La suite (u,) est strictement croissante, en effet u, .1 —u, = ﬁ > 0. La suite (v,) est strictement
décroissante :

1 1 1 1 1

nt -—= + -—

(n+1)! n! (+1D)! (+1D! n!

12
Untl—Un=Up+1—U =—'(——1).
n!''n

Donc a partir de n = 2, la suite (v,) est strictement décroissante.

2. Comme u, <v, <vg, alors (u,) est une suite croissante et majorée. Donc elle converge vers ¢ € R. De
méme v, = u, = ug, donc (v,) est une suite décroissante et minorée. Donc elle converge vers ¢’ € R.
De plus v, —u, = % Et donc (v, — u,) tend vers 0 ce qui prouve que ¢ = ¢'.

3. Supposons que ¢ € @, nous écrivons alors ¢ = g avecp,qe N. Nous obtenons u, < % <v, pour n = 2.

. P3 L2 _ . p . . . p
Ecrivons cette égalité pour n=gq : uq < g SUget multiplions par q!: qlug < q!a =qlvg.

Dans cette double inégalité toutes les termes sont des entiers! De plus vy = u4 + % donc :
qlug < q!l—) =qlug+1.
q

. p 2 N . N _ _ D 2 N
Donc I'entier q!a est égal a l'entier qlug, ou a qluy +1 = qlvg. Nous obtenons que ¢ = - est égal a
ug ou & vg. Supposons par exemple que ¢ = u,, comme la suite (u,) est strictement croissante alors
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Ug <ugs1 <--- </, cequiaboutit & une contradiction.
Le méme raisonnement s’applique en supposant ¢ = v, car la suite (v,) est strictement décroissante.
Pour conclure nous avons montré que ¢ n’est pas un nombre rationnel.

Correction exercice II-10.

1. Soient a,b > 0. On veut démontrer que vab < %. Comme les deux membres de cette inégalité sont
(502

positifs, cette inégalité est équivalente a ab < . De plus,

ab < a+b

2
) odab<a’+2ab+b

o 0<a®-2ab+b?
ce qui est toujours vrai car a® — 2ab + b2 = (a — b)? est un carré parfait. On a donc bien I'inégalité
voulue.

2. Quitte a échanger a et b (ce qui ne change pas les moyennes arithmétique et géométrique, et qui
préserve le fait d’étre compris entre a et b), on peut supposer que a < b. Alors en ajoutant les deux

inégalités
al2<al2<b/2
a/2<b/2<b/2,
on obtient
a+b
a< <b.
2
De méme, comme tout est positif, en multipliant les deux inégalités
vasvasvb
Va<vb<Vb
on obtient

a<Vabs<b.

3. Il faut avant tout remarquer que pour tout n, u, et v, sont strictement positifs, ce qui permet de dire
que les deux suites sont bien définies. On le démontre par récurrence : c’est clair pour ug et v, et si
u, et v, sont strictement positifs alors leurs moyennes géométrique (qui est u,.1) et arithmétique
(qui est v,+1) sont strictement positives.

(a) On veut montrer que pour chaque n, u, < v,. Linégalité est claire pour n = 0 griace aux hypo-
theses faites sur ug et vg. Si maintenant n est plus grand que 1, u, est la moyenne géométrique
de u,_1 et v,_1 et v, est la moyenne arithmétique de u,_1 et v,_1, donc, par 1., u, <v,.

(b) On sait d’apres 2. que u, < u,+1 <Uv,. En particulier, u, <u,.1i.e. (u,) est croissante. De méme,
d’apres 2., u, <vp+1 < Up. En particulier, v,+1 < v, i.e. (v,) est décroissante.

(c) Pour tout n, on a ug <u, <v, <vg. (u,) est donc croissante et majorée, donc converge vers une
limite ¢. Et (v,) est décroissante et minorée et donc converge vers une limite ¢'. Nous savons
maintenant que u, — ¢, donc aussi u,+1 — ¢, et v, — ¢'; la relation u,1 = /u,v, sécrit a la

limite :
=vVvee.
De méme la relation v,41 = u”; Y2 donnerait a la limite :
/e o+
5

Un petit calcul avec I'une ou autre de ces égalités implique ¢ = ¢'.
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Correction exercice II-11. Léquation caractéristique est 72 —r —1 = 0 dont les solution sont A = %5 et
= %g Donc u,, est de la forme

un=al®+pu"
Pour a, 8 des réels que nous allons calculer grace & ug et 1. En effet ug=1=aA’+pu® donc a+B=1. Et

comme 11 = 1= aA! + fu! nous obtenons a%g + ,6%5 =1.

En résolvant ces deux équations nous obtenons a = —\}5 —‘/52_1 = —\}g(—A) et = —\}5 1+2‘/5 = —\}g(,u). Nous écrivons
donc pour finir :
1 n+l n+1
Up=—(p"" -2 .

Correction exercice II-12. L'équation caractéristique est :
r2-3r+2=0
dont les solutions sont A =2 et u=1. Donc u,, est de la forme
up=a2"+p1"=a2" +p

Or la suite (2"), tend vers +oo. Donc si (u,), est bornée alors @ = 0. Donc (u,), est la suite constante
égale a . Réciproquement toute suite constante qui vérifie u, = f pour n € N vérifie bien la relation de
récurrence u, .o = 3u,+1 — 2u,. Donc les suites cherchées sont les suites constantes.

Correction exercice II-13.
1. Puisque I’équation caractéristique associée a la suite est 472 —4r —3 = 0 et que les solutions de cette
équation sont —— et — alors, les suites qu'on recherche -vérifiant la récurrence donnée- csont les

suites dont le terme général u, est de la forme

1\ 3\"
=Al-=| +pul=
“ ( 2) H (2) ’
ou A et u sont deux réels (ou deux complexes si on cherche des suites complexes).
Siug et uj sont les deux premiers termes de la suite (u,), alors A et ¢ sont les solutions du systéme :

{ A+pu=ug

_A L8 J
gt =ul

et donc A = %(Suo —2uy)et u= %(uo +2u1). Finalement

n

VneN —1(3 2 )( 1)n+1( +2 )(3)
n ,un—4 ug—2u1 2 4u0 ui 2] -

. . .. . . 1
2. En s’intéressant aux termes de la suite d’indice paire, on voit que ug, = 4—nu0. Et, pour les termes

C . 1 .
d’indice impair, on a également ug,+1 = 4—nu1. Et puisque, on a

1+(-D" [ 1 si npaire ot 1-(=1D" [ 0 si npaire
2 "1 0 si nimpaire 2 "1 1 si nimpaire
alors, on peut vérifier que
L1 (1= 1=
un—4—n B uog+ B ui|, VneN.
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3. Les solutions de 'équation homogéne associée & la suite (u,) sont les suites de la forme )L(—%)n +
3\
p(3)"
Une solution particuliere de I’équation proposée est une constante a telle que 4a = 4a+3a+12 et donc
a=—4.
Les solutions de 'équation proposée sont donc les suites de la forme (—4 +A(-1)" +u (%)n) ouletpu
sont les solutions du systéme

{ A+pu=4+ug
3 )
—%+?“:4+u1

et donc A = 4—1(4+3u0 —2uy)et u= %(12+ ug+2uy). Ce qui fait que :

n

1 1\ 1 3
un=—4+z(4+3u0—2u1) ~3 +Z(12+u0+2u1)§ , VneN

1 . . .
4. En posant v, = —, on voit que la nouvelle suite (v,) est solution de la récurrence 2v,+2 = Vp+1 — Uy
u

[ =)

n
et dong, (v,) est de la forme :

T

c’est a dire u,, =




22 CHAPITRE 2. SUITES NUMERIQUES

2.2 Exercices non corrigés

Enoncé II-01. Calculer les limites éventuelles des suites définies par leur terme général u, dans chacun
des exemples suivants :

—(=1)" E 142
_n-Cn 2) u,=(1pttl 3) u,=ldnte))
n+(-1)" E((n-3)?

1 :
) U n+2
1 "
4) up=Vn2+1-vVn2-1. 5) up=n’sin(—), (@eR"). 6) up=\Vn2
n

n 1
Enoncé I1-02. Soit S, = ) up,ouup=-————— VekeN*,
g k; ko Ok T R+ D +2)
1. Déterminer les constantes a, b et c tels que u, = ¢ + kbﬁ + 75

2. En déduire une expression simplifiée de S,, puis lir+n Sh.
n—+oo

n
Enoncé I1-03. Soit la suite (1), définie par u, = Z
k=1

| =

1
1. Montrez que In(n+1)—1In(n) < = pour n € N*. (Indication : On pourra vérifier que Vx =0, x = In(x+1))
n

2. En déduire que la suite (u,) est divergente.

up+1

n

Enoncé I1-04. Soit (v,), ey 1a suite vérifiant v, =

ol (uy),en est la suite définie par :

Un
Un+2°

up=letuys1=
1. Montrer que / la limite éventuelle de (u,) est I =—1oul =0.

2. Montrer que (v,) est une suite géométrique et déterminer sa raison.

3. En déduire u, en fonction de n et la limite de u,.

Enoncé I1-05. Soit (v,,),en la suite vérifiant v, =2 —u, ou (uy),en est la suite définie par :
up=letu,= g(un_l +1).
1. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique.
2. Ecrire (v,) en fonction de n.

3. En déduire u, en fonction de n et la limite de u,,.

Enoncé I1-06. Soient les suites (u,) et (v,) définies par

Unp+0U,
ug>0,v0>0, Ups1 = Vuptp, Up+1= g
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On suppose que (u,) et (v,) convergent respectivement vers [/ et [ "

1. Montrer que [ = 7.
2. Montrer que VneN,u, >0, v, >0 et que Vn e N*v, = u,.
3. Montrer que (u,) est croissante et que (v,) est décroissante.

4. Conclure.

Enoncé II-07. Soient (11, )nen €t (v, )nen deux suites a éléments dans [0, 1], telles que limu,v,, = 1. Montrer
n

que les deux suites (1, )nen €t (V,)nen convergent vers 1.

/4

Enoncé I1-08. (Intégrale de Wallis). Pour n € N, on note I,, = f ’ sin™(x)dx.
0

1. Montrer que la suite (I,,),en est convergente.
2. Etablir que Vn e N, V1 € [0, g[, 0<I,< gsmm) + (g ~ 1) et en déduire que lim I, =0.

3. Etablir que VrneN, (n+2)I,,2 =(n+1)I,.

I 12
4. Déduire des questions précédentes que : (n+ 1), 111, = g, lim ;H =1etlim —nIn =1.
n n T

n

Enoncé I1-09. (Moyenne de Césaro et lemme de 1’escalier)

1. Soient (u,)nen* une suite réelle et (v, ),en+ la suite définie par
. 1
VneN", v, =—(ui1+ug...+uy).
n

Montrer que si la suite (u,),en+ converge vers un réelle [, alors (v,),en+ converge aussi vers [. La
réciproque est elle vraie ?

w
2. Soit (wy)en une suite réelle telle que lim(w,+1 — wy) = a € R. Montrer que lim — =a.
o0 © n

Enoncé I1I-10. Soit a > 0. On définit la suite (z,),>0 par ug un réel vérifiant ug > 0 et par la relation

o)
Up+1==|upn+—).
n+1 9 n Un

On se propose de montrer que (z,) tend vers /a.

2 2
1. Montrer que u 12 —a = ‘“Zu—g‘)
n

2. Montrer que si n =1 alors u, = /a puis que la suite (1,),>1 est décroissante.
3. En déduire que la suite (u,) converge vers \/a.

4. En utilisant la relation u,+12 — @ = (Un+1 — V@) (Un+1 + va) donner une majoration de u,+1 — va en
fonction de u, — v/a. (Indication : Etablir que : u, 11— va < ﬁa(un -Va)?)
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on-1

5. Siui—+/a <k etpour n=1montrer que un—\/ESZ\/E(ﬁa)

6. Application : Calculer v'10 avec une précision de 8 chiffres apres la virgule, en prenant ug = 3.

Enoncé II-11.
Un+2 = %(un+1 +up)

1. Déterminer la suite (u,) vérifiant
up=a, u;=>b.

2. Sia =0, trouver limu,.

3. Déterminer la suite (v,,) vérifiant : v,49 = /Un+1Un.

Enoncé II-12. Soit (u,) définie par ug et u; strictement positifs et u,+1 =u, +u,-1 pour n = 1.
Un+1

1. Montrer que lim( ) existe et la déterminer. Que remarquez-vous ?

Un

Un+1

2. Soit a, =

. Exprimer a, 1 en fonction de a,,.
Un

3. Montrer que ag, et ag,+1 sont adjacentes.

4. Déterminer un rationnel r tel que )r - %5‘ <1073,

Enoncé II-13. Soit (1,)nen une suite réelle telle que :
JngeN, FJke[0, 1[, VReN, (n=no = lu,+1l < Ekluyl).

1. Etablir que Vn 2 ng, |u,| <k 0up,l.

2. En déduire que lim u, =0.
n—oo

3. Application : Etablir que : Vx € R, lim - = 0.

n—oo p!

Enoncé I1-14.

n
1. Etudier la monotonie des suites u, = — T etvy=—.
n“+1

2. Etudier le comportement des suites données ci-dessous quand n tend vers I'infini.
3n+1 n?  n?+1 n 4n - 3n
w, = , X, = —_ , = _—, Z2, =
" on-3""Tnwl n+2 "o T e

1
Enoncé II-15. Soit la suite v, =1+ — +

1
— ...+ —. Vérifier que cette suite est croissante et majorée par 2.
22 32 n2

Enoncé II-16. On considere la suite (u,), ¢y définie par u,+1 = f(u,) avec ug e R—{-5} et f : R — R définie
4x+2

x+5

1. Résoudre I'équation f(I) =1, ou ! € R. On notera /1 et [5 les deux racines et on prendra [ > [s.

par f(x) =
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-1

Un . . s
2. On pose v, = . Montrer que v, est une suite géométrique.

Up — L2

3. Exprimer alors v, en fonction de vg et en déduire la limite de u,,.

1
Enoncé II-17. Soit (u,),en la suite définie par ug = 3 et la relation de récurrence : u, = gun_l + 1 pour
n=1.

1. Montrez que la suite (u,) est décroissante et minorée.

2. Calculez sa limite [ = nl_lgloou »- Donnez une interprétation graphique.

3. Considérons la suite (v,),en+ définie par v, = u, —u,—1. Montrez que cette suite est géométrique.
4. Calculez v, en fonction de v; puis nliIvan.

5. Donnez l'expression de u, en fonction de n.

Un+1
Un

par ug € R** et u, 1 =+uy +ug+... +u, pour tout n € N.

1. Montrer que [/ la limite éventuelle de (u,) vaut 0.

Enoncé II-18. Soient les suites de terme général v, = et w, =ups1—uy, ou (u,) est la suite définie

2. Montrer que (u,) est strictement croissante. En déduire que nhI-P U, = +oo.
—+00

3. Montrer que les suite (v,) et (w,) sont convergentes et calculer leurs limites.
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Chapitre 3

Fonctions réelles. Limite et
continuite

3.1 Exercices corrigés

3.1.1 Enoncé des exercices

Exercice III-01. Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes

flx)= itzz, gx)=Vx2-2x-5; h(x)=In(x+3).

Exercice ITII-02. Soit f :[a,b] — R une fonction continue telle que f(a) = f(b). Montrer que la fonction
g)=f(t+ b%“) — f(¢) s’annule en au moins un point de [a, %].

Application : Une personne parcourt 4 km en 1 heure. Montrer qu’il existe un intervalle de 30 mn pendant
lequel elle parcourt exactement 2 km.

Exercice III-03. Soit f : R — R continue telle que limf = —oo et lim f = +oo. Montrer que f s’annule.
—00 o0

Appliquer ceci aux polynémes de degré impair.

Exercice III-04. Soit I un intervalle ouvert de R, f et g deux fonctions définies sur I.

1. Soit a € I. Montrer que :
(1im /() = f@) = (lim @) = @)
x—a x—a
2. On suppose que [ et g sont continues sur I. En utilisant I'implication démontrée ci-dessus, la relation

sup(f,g) = %( f+g+If —gl), et les propriétés des fonctions continues, montrer que la fonction sup(f, g)
est continue sur I.

Exercice III-05. Soient I un intervalle de R et f : I — R continue, telle que pour chaque x € I, f(x)? = 1.
Montrer que f =1ou f =-1.

27
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Exercice III-06. Soit f : R — R continue admettant une limite finie en +oco. Montrer que f est bornée.
Atteint-elle ses bornes ? (Indication : on pourra raisonner en deux temps : d’abord écrire la définition de la
limite en +o00, en fixant par exemple € = 1, cela donne une borne sur [A, +oo]. Puis travailler sur [0,A].)

Exercice III-07. Une fonction qui vérifie la propriété des valeurs intermédiaires est-elle nécessairement
continue ? (Indication : Examiner la fonction f(x) = sin % J)

Exercice ITI-08.

1. Soit f:[0,1] — [0, 1] continue. Montrer qu’il existe x € [0, 1] tel que f(x) = x.

2. Soient f, g :[0,1] — [0,1] continues telles que fog = go f. Montrer qu’il existe x € [0,1] tel que
f(x) = g(x) (on pourra s’intéresser aux points fixes de f).

Exercice ITI-09. Soit f la fonction réelle a valeurs réelles définie par :

x six<l1
f)=4 «2 silsx<4
8vx six>4

1. Tracer le graphe de f.
2. f est elle continue ?

3. Donner la formule définissant £ 1. (Indication : Distinguer trois intervalles pour la formule définis-
sant f1).

sinx

Exercice III-10. Etudier la continuité de f la fonction réelle a valeurs réelles définie par f(x) = *7= si

x#0et f(0)=1.

Exercice III-11. Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité sur R?

. o1 1. e"+e™™ _i_ 2
(a) f(x)—smx-sm;, (b) g(x)—;ln 2 , (o) h(x)—l_x -2

Exercice III-12. Montrer que
n

L 2
(@) k! ~ nl,  (b) PLAOPS
kg'l +oo k;) +

Exercice III-13. En utilisant des équivalents, calculer les limites suivantes :
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(a) lim
0

i In(1 + 22 1-—¢e%)si 1-
sinx In(1 +x*) ) li(I)n —( e”) sinx (¢) lim ﬂ (a, b)e R x R*

x tanx x2 + 3 0 x(2-x)tan(bx)’

() lim (222 -3x+ 1) tan(7x) (e) lim (7 —2x) tanx (f) lim VIn(1+x2)— VIn(x2 - 1)

2 2

1

() ljgg(l+%)x (h) li(l)rn (cosx)sin®x (i) lim [ln(1+e7x)]%.

Indication : On pourra avoir a utiliser les équivalents suivants :

sinxax; tanxax; anx”+an_1x”_1+...+amxmaamxm pour m<netay, #0.
22
1-cosx~—; In(1+x)~x; e*—1~x.
0 2 0 0
2
cosx~1+—;
0 2

Exercice III-14.

1.

2.

3.

Vitx—-v1-x _

X

Démontrer que lin(l) 1.
X—

V14+x™—y/1—-x™
Soient m,n des entiers positifs. Etudier lim i .

x—0 x"

1 1
Démontrer que lin(l) “(V1+x+x2-1)= 5
x—0X

Exercice III-15. Calculer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :

1.

xn+1 _ n+l xk _ C(k
lim — (Indication : On pourra calculer d’abord la limite de f(x) = ).
-a

x—a xt—a

tanx —sinx
(Indication : On pourra utiliser cos2x = 2cos?x — 1 et faire un changement

im — .
x—0 sinx(cos 2x — cos x)
de variable u = cosx)

. xliI_El \/x+\/x+ vx—vx. (Indication : On pourra Utiliser 'expression conjuguée.)
—+00

Jim YEZ VO VE-a

x—at x2 _ a2
VX — a puis utiliser I’expression conjuguée)

(a > 0). (Indication : On pourra diviser numérateur et dénominateur par

’

1
. limxE (—) (Indication : On a toujours y— 1< E(y) <y, poser y = 1/x)

x—0 X

x_ 2

lmé 5 . (Indication : On pourra Diviser numérateur et dénominateur par x — 2)
=257 +x—
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4

x
7. lim ——————, enfonction de a € R.. (Indication : Pour a =4 il n’y a pas de limite, pour a <4 la
*—=+00 ] + x%sin“x

limite est +00.)

Exercice III-16. Pour (a,b) € (R**)2, montrer que :

lim
xX—+00

1
(a b )x:max(a,b).

cosx
1+x2°
1. Montrer que [ est majorée sur R, minorée sur R.

Exercice III-17. Soit f : R — R définie par f(x) =

2. Déterminer sup f(x).
x€R

Exercice III-18. Soit f : R — R continue telle que : V xeR, 36 >0, tq V y € [x,x + 61, f(y) = f(x). Montrer
que f est croissante.

Exercice ITI-19.

Inx
1. Etudier briévement la fonction x — — et tracer son graphe.
x

2. Trouver tous les couples (a,b) d’entiers naturels non nuls et distincts vérifiant a® = b%.

Exercice III-20.
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3.1.2 Correction des exercices

Correction exercice ITI-01.

5
1. II faut que le dénominateur ne s’annule pas donc x # 2 En plus il faut que le terme sous la racine

25
soit positif ou nul, c’est-a-dire (2 + 3x) x (5—2x) = 0, soit x € [—5, 5]' L'ensemble de définition est donc
25
[- 3’3 [.

2. Il faut x2 —2x—5= 0, soit x €] — 00,1 — vVB]U[1 + V6, +ool.

3
3. Il faut 4x + 3 > 0 soit x > —%, I’ensemble de définition étant ] — 7 +ool.

Correction exercice ITI-02.

a+b a+b a+b
) )—f(a) et g( 5 )=f(b)—f( 5 ).

b b
Comme f(a) = f(b) alors nous obtenons que g(a) = —g(%). Donc ou bien g(a) <0 et g(%) =0ou

1. gla)=f(

b
bien g(a) > 0 et g(%) <0.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, g s’annule en ¢ pour un ¢ entre a et %.

2. Notons ¢ le temps (en heure) et d(¢) la distance parcourue (en km) entre les instants 0 et ¢ et suppo-
sons que la fonction ¢ — d(¢) est continue.
Soit f(¢) = d(t)—4t. Alors f(0) =0 et par hypothese f(1)=0.

1
Appliquons la question précédente avec a =0, b = 1. Alors, il existe ¢ € [0, 5] tel que g(c¢) =0, c’est-a-
dire f(c+3)=f(c). Donc d(c+3)—d(c)=4(c+3)—4c=2.

1
Donc entre c et ¢ + > (soit 1/2 heure), la personne parcourt exactement 2 km.

Correction exercice III-03. Il existe x < 0 tel que f(x) <0 et ¥ > 0 tel que f(y) > 0, d’apres le théoreme
des valeurs intermédiaires, il existe z €]x, y[ tel que f(z) = 0. Donc f s’annule.

Les polynomes de degré impair vérifient les propriétés des limites, donc s’annulent. Ceci est faux, en géné-
ral, pour les polynémes de degré pair, par exemple regardez f(x) = x2 + 1.

Correction exercice I11-04.

1. On a pour tout x,y € R |x — y| = [lx| — |y|| (Cest la deuxiéme formulation de I'inégalité triangulaire).
Donc pour tout x € I :||f(x)| - |f(a)l| < |f(x) - f(a)l.
L'implication annoncée résulte alors immédiatement de la définition de I'assertion lim,_., f(x) = f(a).

2. Si f,g sont continues alors af + fg est continue sur I, pour tout @, § € R. Donc les fonctions f + g et
f —g sont continues sur I. Limplication de 1. prouve alors que |f —g| est continue sur I, et finalement
on peut conclure :

La fonction sup(f,g) = %(f +g+|f — gl) est continue sur I.
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Correction exercice III-05. Comme f(x)? =1 alors f(x) = 1. Attention! Cela ne veut pas dire que
la fonction est constante égale a 1 ou 1.

Supposons, par exemple, qu’il existe x tel que f(x) = +1. Montrons alors que f est constante égale a +1.
S’il existe y # x tel que f(y) = —1 alors f est positive en x, négative en y et continue sur I. Donc, par le
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe z entre x et y tel que f(z) = 0, ce qui contredit f(z)? = 1. Donc
[ est constante égale a +1.

Correction exercice III-06. Notons ¢ la limite de f en +o00 :
Ve>0 JAeER x>A>/l—-c<f(x)<l+e.

Fixons € = +1, nous obtenons un A correspondant tel que pour x > A, /-1 < f(x) < ¢ + 1. Nous venons de
montrer que [ est bornée “a I'infini”.

La fonction f est continue sur l'intervalle fermé borné [0,A], donc f est bornée sur cet intervalle : il existe
m,M tels que pour tout x € [0,A], m< f(x) <M.

En prenant M' = max(M,¢ + 1), et m' = min(m, ¢ — 1) nous avons que pour tout x € R, m’' < f(x) < M'. Donc
f est bornée sur R.

La fonction n’atteint pas nécessairement ses bornes : regardez f(x) = 1—J1rx

1

Correction exercice III-07. Non, par exemple f : R — R, o f(x) = sin — pour x # 0 et f(0) = 0. La fonction
x

f n’est pas continue (en 0), mais pour tout a,b et pour tout y € [f(a), f(b)], il existe x € [a,b] tel que y = f(x).

Correction exercice ITI-08.

1. f(x)—x change de signe entre 0 et 1.

2. Sinon f — g est de signe constant, par exemple positif.
Si a est le plus grand point fixe de f alors g(a) > a et g(a) est aussi point fixe de f, absurde.

Correction exercice IT11-09.

1. Le graphe est composé d’une portion de droite au dessus des x €] — o0, 1[ ; d’'une portion de parabole
pour les x € [1,4], d’'une portion d’'une autre parabole pour les x €14, +o0o. (Cette derniére branche est
bien une parabole, mais elle n’est pas dans le sens "habituel", en effet si y = 8y/x alors y2 = 64x et
c’est bien ’équation d’une parabole.)

On "voit" immédiatement sur le graphe que la fonction est continue (les portions se recollent!). On
"voit" aussi que la fonction est bijective.

2. La fonction est continue sur ]—o0,1[, 11,4[ et 14, +oo[ car sur chacun des ces intervalles elle y est
définie par une fonction continue. Il faut examiner ce qui se passe en x =1 et x = 4.
Pour x <1, f(x) = x, donc la limite & gauche (c’est-a-dire x — 1 avec x < 1) est donc +1.
Pour x = 1, f(x) = x? donc la limite & droite vaut aussi +1.
Comme on a f(1) = +1 alors les limites a gauche, a droite et la valeur en 1 coincident donc f est
continue en x = 1.

Méme travail en x = 4. Pour x € [1,4], f(x) = x? donc la limite & gauche en x = 4 est +16.
On a aussi f(4) = +16. Enfin pour x > 4, f(x) = 8y/x, donc la limite & droite en x = 4 est aussi +16.
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Ainsi f est continue en x = 4.

Conclusion : f est continue en tout point x € R donc f est continue sur R.

3. Le graphe devrait vous aider : tout d’abord il vous aide a se convaincre que f est bien bijective et que
la formule pour la bijection réciproque dépend d’intervalles. Petit rappel : le graphe de la bijection
réciproque f~! s'obtient comme symétrique du graphe de f par rapport a la bissectrice d’équation
(y = x) (dans un repére orthonormal).

Ici on se contente de donner directement la formule de f~1.

Pour x €]-o0, 1[, f(x) = x. Donc la bijection réciproque est définie par £ ~1(y) = y pour tout y €]—oo, 1[.
Pour x € [1,4], f(x) = x2. Limage de l'intervalle [1,4] est 'intervalle [1,16]. Donc pour chaque y €
[1,16], la bijection réciproque est définie par f~1(y) = VY.

Enfin pour x €]4, +ool, f(x) = 8y/x. Limage de l'intervalle ]4, +oo[ est donc 116, +oo[ et f ! est définie

1
par f_l(y) = ayz pour chaque y €]16, +ool.

Nous avons définie ™1 :R — R de telle sorte que f~1 soit la bijection réciproque de f.

Commentaire : C’est un bon exercice de montrer que f est bijective sans calculer f~1 : vous pouvez
par exemple montrer que f est injective et surjective.

Un autre argument est d’utiliser un résultat du cours : f est continue, strictement croissante avec
une limite —oo en—oo et +00 en +oo donc elle est bijective de R dans R (et on sait méme que la bijection
réciproque est continue).

Correction exercice III-10. Soit x¢ # 0, alors la fonction f est continue en xg, car elle s’exprime sous la
forme d’un quotient de fonctions continues ou le dénominateur ne s’annule pas en xg.

Reste a étudier la continuité en 0. Mais
sinx

=1=7(0)

lim
x—0

donc f est continue en 0.

Correction exercice III-11.

1. La fonction est définie sur R* t elle est continue sur R*. Il faut déterminer un éventuel prolongement
par continuité en x = 0, c’est-a-dire savoir si f a une limite en 0.

|f(x)| =|sinx||sin 1/x| < |sinx|.

Donc f a une limite en 0 qui vaut 0. Ainsi, en posant (0) = 0, nous obtenons une fonction f : R — R
qui est continue.

2. La fonction g est définie et continue sur R*.

Etudions la situation en 0. Il faut remarquer que g est la taux d’accroissement en 0 de la fonction

k(x) = ln% : en effet g(x) = M

Donc si k est dérivable en 0 alors la limite de g en 0 est égale a la valeur de &’ en 0.
X —X

Or la fonction % est dérivable sur R et 2'(x) = e£-e donc %£'(0) = 0.
e¥+e*

Bilan : en posant g(0) = 0 nous obtenons une fonction g définie et continue sur R.
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3. h est définie et continue sur R\ {-1,1}.
1 2 1+x-2 = -1+x -1
—x 1-22 (1-01+x) (A-x)1+x) (1+x)

h(x) =

(x) 1
.. 1 1 P

Donc & a pour limite —— quand x tend vers 1. Et donc en posant A(1) = L nous définissons une

fonction continue sur R\ {-1}.
En -1 la fonction 2 ne peut étre prolongée continiment, car en —1, 2~ n’admet de limite finie.

Correction exercice ITI-12.

1. Ona

=i 1l
il = =Y m
np=1

1 n-2

1
= — ) kl+-
n! k; n

< i(n—2)((n—2)!)+l
n! n
n—-2 1

(n-1)n n

_9 1 Yo k!
Or, limn— +—=0, d’ou lim =221 — 1. Par suite, Y., _ k! ~ nl.
n (n—-1)n n n n! =t 4o

2. Ona

n-1
k=0 _ 2 2
e " e*

|
-
Il

e" k=0

2 12
nne(n 1)

IA

e
ne—2n+1

n k2 kZ
> >e
k=0 . = 2
= 1. Par suite, & 02 ~ e,
en +00

—-2n+1

Or, limne =0, dou lim 3
n n en

Correction exercice IT1-13.

. sinxIn(1+x%)  xxx2

(a) Comme sinx ~ x et tanx ~ x, alors ~ =x.
0 g x tanx 0 xxx
. . sinx In(1+x*)
Par suite, im —— =0.
0 x tanx
. (1-e¥)sinx —-xxx
(b) Comme e* —1 ~x, sinx ~ x et x2 + x5 ~ 2 alors 5T 3 5 = -1.
0 0 0 x4 +x 0 x

(1-e*)sinx 3

Par suite, lim =-1.
0 x2 + 3
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2,2 1_ 2
(¢) Comme 1 - cos(ax) s % et x(2—x) tan(bx) 3 2x x bx alors #ﬁ:ﬁ(;x) T
. (1-cos(ax)) a?
Ainsi, lim

0 x(2—x) tan(bx) 4b°

1
(d) Soit f(x) = (2x% - 3x + 1) tan(n x), et posons x = 3+t
cos(mt) 1

1
= dou li§n(2x2 —3x+1)tan(rx) = —.
1 T

1 b/
Alors f(x)—f(§+t)—(—1+2t)ttan(§ +mt)=(-1+20)t “sin(wt) 0 7 1

(e) Soit f(x) = (1 —2x) tanx, et posons x = g +t.
cost

Alors f(x) = f(Z +1) = —2t tan(Z + 1) = —2t
2 2 —sin

~ 2, d’ou lim(r — 2x) tanx = 2.
to z

(f) En multipliant par ’expression conjuguée, on a

2y _ 2
VAT - ViG] = In(1+2%)-InG*-1) N
VIn(1+22)+ vIn(x2-1) D

2 2
1 1 2
OnaN=In(+x2)-In@%-1)=1In| %" x+ )

x2—1)+0\x2-1 +oo x2”

1 1
Et, de méme D = VIn(1+x2)+ VIn(x2 - 1) = ¢2 Inx+In(1+ =)+ \/2 Inx+In1- ) ~ 2v2Inx.
X X S

1
Dot f(x) ~ ————
+00 42 /2 Inx

1 1 1 1
(g) Soit y(x)=(1+=)*, alors In(y(x)) =xIn(1+ =) ~ xx —=1. Dou lim(1+ ~)* =e.
X x +too X +00 X

et ainsi lim VIn(1 +x2) - VIn(x2-1) = 0.

Correction exercice III-14. Généralement pour calculer des limites faisant intervenir des sommes de
racines carrées, il est utile de faire intervenir "I'expression conjuguée" :

Va-VoXva+vh)  a-b
va+vb S Va+vb

Va-Vb=

Les racines au numérateur ont "disparu” en utilisant 'identité (x — y)(x + y) = x2 — y2.

Appliquons ceci sur un exemple :

V1+x™—y1—-x™
xn

(V1+x™m —/1-xm)(V1+x™m+V1—x™)
xM(V1+x™+v1—x™)

1+2™—-(1-2™)

fx)

(/Iram + VI wm)
B 2x™
xM(V1+x™m+vV1—x™)
zxm—n
V1+x™+v1-x™
Et nous avons
2

lim

=1.
=0 /1+x™ ++/1—x™
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Donc I’'étude de la limite de f en 0 est la méme que celle de la fonction x — x™ ",

Distinguons plusieurs cas pour la limite de f en 0.

— Sim >n alors x™ ", et donc f(x), tendent vers 0.
— Sim =n alors x™ " et f(x) tendent vers 1.

— Sim<nalors x™ ™" = xn%m = x—lk avec k = n —m un exposant positif. Si & est pair alors les limites a droite
et & gauche de X sont +oo.
Pour % impair la limite a droite vaut +oo et la limite a gauche vaut —oo.
Conclusion. Pour £ = n —m > 0 pair, la limite de f en 0 vaut +oo et pour 2 =n —m > 0 impair f n’a pas

de limite en 0 car les limites a droite et a gauche ne sont pas égales.
Correction exercice II1-15.

1. Montrons d’abord que la limite de

xk—ak

f)= ,

xX—a

en « est ka*~1, k étant un entier fixé.
k=2 1 g2xk=3 4. 4 gk L,

Un calcul montre que f(x) =x*"1+ax

En effet (x* 1+ ax®* 2+ a?x* 3 + ...+ a* D(x — a) = x* - a*.
Donc la limite en x = a est ka* 1.

Une autre méthode consiste a dire que f(x) est la taux d’accroissement de la fonction x*, et donc la
limite de f en a est exactement la valeur de la dérivée de x* en a, soit ka®~1.

Ayant fait ceci revenons a la limite de I'exercice : comme

xn+1 _ an+1 xn+1 _ an+1 r—a
= X .
x" —a” x—a x" —an

Le premier terme du produit tend vers (n + 1)a” et le second terme, étant l'inverse d’'un taux d’ac-
croissement, tend vers 1/(na”™1).
Donc la limite cherchée est

(n+1)a™ _n+l

nan1 n

a.

. tanx —sinx L. . 1—cosx
2. La fonction f(x) = — s’écrit aussi f(x) = .
sinx(cos2x — cosx) cosx(cos2x — cosx)

Posons u = cosx, alors

Or cos2x = 2cos?x — 1.

1-u 1-u 1

flx)= W@ —u-1) uwl-w(-1-20) w-1-2u)

1
Lorsque x tend vers 0, u = cosx tend vers 1, et donc f(x) tend vers -3
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3. Ona
E— ( x+\/x+\/3_c—\/a_c)( x+\/x+\/a_c+\/§)
x+\x+ \/E— \/E =
Vx+vVx+Vx+vx
_ Vx+vx
Vx+vVx+Vx+vx
/ 1
1+ \/_5
1+ —Vx;‘/; +1
1 Vx+ 1 1 1
Quand x — +oo alors — — O et x—\/o_c =4/—+—=—0, donc la limite recherchée est —.
Va x x o xyx V2
4. La fonction s’écrit :
Va-Ja
£ Vi-vVa-vi-a vi-va-vi-a vea 1
xX)= = = .
N ) Vi—avx+ta x+a
Notons g(x) = M alors a 'aide de I'expression conjuguée
Va—a
2(x) x—a Ve—a
x)= = .
WVx—a)yx+Va) Vx+ya
Donc g(x) tend vers 0 quand x — a*. Et maintenant f(x) = g -1 tend vers —i
' vVx+a V2a’
) S y-1 E(y)
5. Pour tout réel y nous avons la double inégalité y —1 < E(y) <y. Donc pour y >0, — < —— < 1.
y y
1. E(y)
On en déduit que lorsque y tend vers +oo alors tend 1.

On obtient le méme résultat quand y tend vers —oo.

1. E
En posant y = 1/x, et en faisant tendre x vers 0, alors xE(—) = ) tend vers 1.
x y
6. Ona
e*—e? e* —e? x—2 e —e? x—2 e —e? 1
= X = X = X .
x2+x-6 x-2 x2+x-6 x-2 (x-2)(x+3) x-2 «x+3
¥ — 62 e — eZ

est la taux d’accroissement de la fonction x — e* en la valeur

en 2 vaut e2 (

La limite de

x = 2), la limite voulue est %

4

7. Soit f(x) = . Supposons a = 4, alors on prouve que f n’a pas de limite en +oo.

1+x%sin?x

En effet pour pour uj, = 2kx, f(2kn) = (2kn)* tend vers +oo lorsque % (et donc ;) tend vers +oo.
4

Cependant pour vy = 2km + 3, f(vg) = % tend vers 0 (ou vers 1 si @ =4) lorsque % (et donc v;) tend
k
vers +oo.



38 CHAPITRE 3. FONCTIONS REELLES. LIMITE ET CONTINUITE

Ceci prouve que f(x) n’a pas de limite lorsque x tend vers +oo.
Reste le cas a < 4. Il existe § tel que a < f < 4.

! 4-B

flx)= 5 =

e
1+x%sin?x L + % gin

Zx

a

1 x

Le numérateur tend +oo car 4 — > 0. Et 5 tend vers 0 ainsi que 5 sin®x (car > a et sin®x est
x x

bornée par 1). Donc le dénominateur tend vers 0 (par valeurs positives).

La limite est donc de type +0o/0" (qui n’est pas indéterminée!) et vaut donc +oo.

Correction exercice III-16. Supposons a = b. Alors

1
x

2 (x 1+(§)x) (1+(§)x)
=l|a" X =a

1
x

(ax+bx
2

2 2

b b
Or0<—=<1,donc 0=<(-)* <1 pour tout x = 1.
a a

1 1

11 (1+G)F) =

Donc (=)= < <1x
2 2

Les deux termes extrémes tendent vers 1 lorsque x tend vers +oo donc le terme du milieu tend aussi vers

1.

1

X

Conclusion : Si a = b alors lim =a. Si b =a alors cette limite vaudrait b.

xX—+00

(ax+bx

1
N . X X\ x
Cela se résume dans le cas général ou a,b sont quelconques par 111+n (a ;b )x =max(a,b).
X—+00

Correction exercice ITI-17.

1. Pour toutx€eRona:
|cos x| 1

<

1+x2
Par conséquent, pour tout x € R, f(x) €[-1,1] donc f est minorée (—1 est un minorant), majorée (1 est
un majorant)

0=<|f(x)l= <1

1+x2

2. D’apres ce qui précede, on a sup f(x) < 1. Comme f(0) = 1 on a nécessairement sup,p f(x) = 1.
x€eR
Conclusion :

supf(x)=1.

x€R

Correction exercice III-18. Supposons qu’il existe a,b e R avec a < b et f(b) < f(a).
On note E = {x €[a,b] tq f(x) < f(a)} et ¢ =inf(E).
On a c € E et ¢ > a par hypothese et donc f(c) = limy_.- f(x) = f(a), absurde.

Correction exercice IT1-19.
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1-1
1. Pour x > 0, posons f(x) = 1“71 f est définie et dérivable sur 10, +oo[ et, pour x > 0, f'(x) = 2nx' f

est donc strictement croissante sur 10, e] et strictement décroissante sur [e, +oo[. Le graphe de f s’en
déduit facilement :

2. Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a <b. On a alors

Ina 1
a® = b o In(a®) = In(b%) © blna = alnb & —— = nTb & f(a) = f(b).
a

Si a = 3, puisque [ est strictement décroissante sur [e,+oo[, on a alors f(a) > f(b) et en particulier,
f(a) # f(b). a n’est donc pas solution.

a = 1 n’est évidemment pas solution. Par exemple, a® =b% = 1 = b1 = b = 1 =a ce qui est exclu.
Donc, nécessairement a = 2 et b est un entier supérieur ou égal a 3, et donc a e, vérifiant f(b) = f(2).
Comme [ est strictement décroissante sur [e, +ool, '’équation f(b) = f(2) a au plus une solution dans
[e,+oal.

Enfin, comme 2* = 16 = 42, on a montré que : il existe un et un seul couple (a,b) d’entiers naturels
non nuls tel que a < b et a® = b%, a savoir (2,4).
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3.2 Exercices non corrigés

Enoncé II1-01. Soit f une fonction de [a,b] dans [a,b] telle que pour tout x et x’' (x # x’) de [a,b] on ait :
If(x)— f(x) < x -]

1. Montrer que f est continue sur [a,b].

2. Montrer que I'équation f(x) = x admet une et une seule solution dans [a,b]. (Indication : On pourra
introduire la fonction : x — g(x) = f(x) — x).
Enoncé III-02. Soit f : R — R* continue telle que f(0)=1,limf =0 et l}mf =0.
—0o0 (e.o]
1
1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que si |x| > a alors f(x) < 2
2. Montrer que f est bornée et posséde un maximum.

Enoncé III-03. Soit f croissante sur [a,b] et prenant toute valeur entre f(a) et f(b). Montrer que f est
continue.

Enoncé ITI-04. Soit f : R — R continue en 0 telle que Vx € R, f(x) = f(2x). Montrer que f est constante.

Enoncé II1-05. Etudier la continuité sur R des fonctions suivantes :
1
1. filx)= x2cos = si x # 0, et f1(0)=0.
x
. .1
2. folx)=sinxsin— si x #0, et f2(0)=0.
x
3. f3(x)=xE(x).

4. f4(x) = E(x)sin(mx).

Enoncé ITI-06. Montrer que 'application f : R — R définie par f(x) = est strictement croissante puis

x
1+ |x|
que pour tout y € ]—1,1[ il existe un unique x € R tel que f(x)=y.

Enoncé III-07. Trouver un équivalent, au voisinage de +oco de x — ¥/x + /12 — E(x)2.

Enoncé III-08. Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes :

2 2 2
+2 +2 -4
(@) lim,_o * 2! b) Tim,_._o, =2l (c) limy_g ———
x x x2-3x+2
.2
V1i+tx—V1+x2
(d) limy_., -2 % (e) limy_g 2"V () limy s VEF 5 - VZ—3
1+cosx x
VitaZ-1 x—1
@ limyg——3— () lime—y S
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Enoncé II1-09.

1. Rappeler que pour tout nombre réels € > 0 il existe un entier n tel que :

1
@2n+1n

2. Montrer que pour tout nombre réel /, et pour tout € > 0, il existe x €] —¢,¢[ tel que :
1
|sin——1]|>—.
x 2
3. En déduire que la fonction x — sin% n’a pas de limite lorsque x tend vers 0.

1
4. Montrer que la fonction définie par f(x) = xsin(—) pour x # 0 et f(0) = 0 est continue sur R.
x

Enoncé ITI-10. Montrer que pour (a,b) € (R**)?, on a

1
X X x
lim (“ b ) = Vab.

x—0* 2

Enoncé ITI-11. Montrer que 'équation x” —3x? + 4x — 1 = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle
1-1,1[.

Enoncé III-12. Soient n € N* et d € R". Démontrer en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires
que le polynéme P(X) = X" —d a au moins une racine dans R.

Enoncé III-13. Soit /' : R — R croissante telle que : V x € R, fof(x) =x. Montrer que : V x e R, f(x) =x.
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Chapitre 4

Fonctions réelles. Dérivabilité,
développements limités

4.1 Exercices corrigés

4.1.1 Enoncé des exercices

Exercice IV-01. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

L. fix)=x%cosl, six#0 ;  f1(0)=0;
2. folx)=sinx-sini, six#0 f2(0)=0;
3. foo)= BVE2l fipng o p)=1

Exercice IV-02. Déterminer a,b € R de maniére a ce que la fonction f définie sur R, par :
fx)=vx si0<x<l et fx)=ax®+bx+1 six>1,

soit dérivable sur R} . (Indication : Deux conditions doivent étre vérifiées : (i) la fonction doit étre continue
-car la dérivabilité entraine la continuité- et ensuite la condition de dérivabilité proprement dite.)

1
Exercice IV-03. Soit f : R* — R définie par f(x) = x?sin -.
X
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
2. Montrer que la fonction f ainsi prolongée est dérivable sur R mais que f’ n’est pas continue en 0.

Exercice IV-04. Calculer la fonction dérivée d’ordre n des fonctions f, g définies par :

f(x)=sinx, g(x) =sin®x.

(Indication : on ne cherchera pas a utiliser la formule de Leibniz mais a linéariser les expressions trigono-
métriques).

Exercice IV-05. Montrer que le polynéme P,, défini par

P,(t) = [(l_tz)n](n)’

43
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est un polynéme de degré n dont les racines sont réelles, simples, et appartiennent a [-1,1]. (Indication :
Appliquer le théoréeme de Rolle une fois au polynéme (1—t2)", puis deux fois & sa dérivée premiére, puis trois
fois a sa dérivée seconde, ...).

Exercice IV-06. Soit f une fonction n fois dérivable sur la,b[ s’annulant en n + 1 points de Ja,b[. Montrer
que si £ est continue, il existe un point xo de la,b[ tel que ™ (xo) = 0. indication : on peut appliquer le
théoréeme de Rolle plusieurs fois.)

Exercice IV-07. Par application du théoréeme des accroissements finis a f(x) = Inx sur [n,n + 1] montrer
que la suite S;, définie par
|
S n= Z 7
k=1 k
tend vers I'infini quand n tend vers I'infini.

Exercice IV-08. Soit / : R — R définie par f(x) = (1-%)3x2 + (1 +%)x® ol1 £ est un nombre réel. Déterminer
les valeurs de & pour lesquelles l'origine est un extremum local de f.

Exercice IV-09. Déterminer les extremums de f(x) = x* —x3 + 1 sur R.

Exercice IV-10. Quel est le lieu des points d’inflexion (puis des extrémums locaux) de f; quand A décrit R,
ou:
Faix— Ae* +x2.

. ) . . 1
Exercice IV-11. Montrer que pour tout réel strictement positif x, on a :(1+1)" <e < (1+1)"".

V1 +x2
1+x+V1i+a2

1. Donner le développement limité a I'ordre 2 de f(x) en O.

Exercice IV-12. Soit f(x) =

2. En déduire le développement limité a 'ordre 2 en +oo.

3. Calculer un développement a 'ordre 1 en —oo.

Exercice IV-13. Calculer les limites suivantes :

e"c2 —Cosx . In(1+x)-sinx . cosx—V1-x2
_ b)) im— (¢) im— .
x2 *—0 x 4

(a) lim
x—0 X

x—0

Exercice IV-14. Etudier la position du graphe de Papplication x — In(1 + x +x2) par rapport & sa tangente
en0et 1.

arctanx 1

—-

Exercice IV-15. Soit g la fonction x — —— —
(sinx)® «x
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1. Donner le domaine de définition de g.
2. Montrer qu’elle se prolonge par continuité en 0 en une fonction dérivable.

3. Déterminer la tangente en 0 au graphe de cette fonction et la position de ce graphe par rapport a
celle-ci.

Exercice IV-16. Donner le développement limité en 0 des fonctions :

1. cosx-expx alordre 3.

2. (In(1+x))2 alordre 4.

shx —x

3 a lordre 6.

x
4. exp(sin(x)) alordre 4.
5. sin®(x) alordre9.

6. In(cos(x)) alordre 6.

1
cosx

a lordre 4.

8. tanx alordre 5 (ou 7 pour les plus courageux).
9. (1 +x)ﬁ alordre 3.

10. arcsin(In(1+x2)) &lordre 6.

Exercice IV-17. Déterminer le développement limité en 1 a4 ordre 3 de f(x) = /x.
Exercice IV-18. Déterminer le développement limité en 1 a 'ordre 3 de g(x) = ev™,

Exercice IV-19. Déterminer le développement limité a I'ordre 3 en § de A(x) = In(sinx).
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4.1.2 Correction des exercices

Correction exercice IV-01.

1. Il est claire que la fonction f; est dérivable en dehors de x = 0.
En effet x — % est dérivable sur R* et x — cosx est dérivable sur R, donc par composition x — cos % est
dérivable sur R*. Puis par multiplication par la fonction dérivable x — x2, la fonction f; est dérivable
sur R*.
Par la suite on omet souvent ce genre de discussion ou on 'abrége sous la forme “f est dérivable sur
I comme somme, produit, composition de fonctions dérivables sur I”.

Pour savoir si f1 est dérivable en 0, étudions le taux d’accroissement :

f1(x) - f1(0) 1
———— " =xcos—
x—0

Comme xcos(1/x) tend vers 0 (si x — 0) car |cos(1/x)| < 1, alors le taux d’accroissement tend vers 0.
Donc f1 est dérivable en 0 et f1(0) =0.

2. Comme précédemment, La fonction f3 est dérivable en dehors de 0 et le taux d’accroissement en x =0

est donnée par :
fo@) ~f2(0) _sinx . 1

x—0 X X

Or % — 1 et sin 1/x n’a pas de limite quand x — 0. ainsi, le taux d’accroissement n’a pas de limite et
donc f2 n’est pas dérivable en 0.

3. La fonction f3 s’écrit f3(x) = % Ainsi,

— Donc pour x =1 on a f3(x)=x, pour 0 <x <1ona f3(x) =—x et pour x <0 on a f3(x) =x.
— La fonction f3 est définie, continue et dérivable sur R\ {0,1}. (Rappel : la fonction x — |x| n’est pas
dérivable en 0).

— La fonction f3 n’est pas continue en 1, en effet, lim,_.1, f3(x) = +1 et lim,_1_ f3(x) = —1. Donc la
fonction n’est pas dérivable en 1.
— La fonction f3 est continue en 0 et le taux d’accroissement pour x > 0 est

-0 -«
x—0 Tx 7

et pour x<0,on a
f3) - f3(0) _x

x—0 x

=+1.

Ainsi, le taux d’accroissement n’a pas de limite en 0 et donc f3 n’est pas dérivable en 0.

Correction exercice IV-02. La fonction f est continue et dérivable sur ]0,1[ et sur ]1,+oo[. Le point qui
pose probléme est le point x = 1. Ainsi,
— Il faut d’abord que la fonction soit continue en x = 1. La limite & gauche est lim,_1- /x = +1 et a droite
lim,_j+ax®+bx+1=a+b+1.
on obtient ainsia+b+1=1 et donc b = —a.

— Maintenant, il faut que les dérivées a droite et a gauche soient égales.
Comme la restriction de la fonction f a ]0,1] est définie par x — /x alors elle est dérivable et puisque

Vx) = #5 alors f(1)=1.
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Pour la dérivée a droite, on doit calculer la limite du taux d’accroissement %, lorsque x — 1 avec
x> 1. Et comme,
fx)—fQ) : ax?+bx+1-1 : ax?—ax _ax(x-1)

= = ax,
x—1 x—1 x—1 x—1

alors f est dérivable a droite et fé(l) =a.
En résumant, on voit que pour que f soit dérivable, il faut et il suffit que a = % Et ainsi, 'unique couple
(a,b) que rend f dérivable sur ]0,+oo[ est (a = %,b = —%).

Correction exercice IV-03. On voit que la fonction f est C*® sur R*.

1. Comme |sin(1/x)| <1 alors f tend vers 0 quand x — 0. Donc en prolongeant f par f(0) =0, la fonction
f prolongée est continue sur R.

2. Le taux d’accroissement de f en x = 0 s’écrit % = xsin }C Et, comme ci-dessus il y a une limite
(qui vaut 0) en x =0.

Donc f est dérivable en 0 et £/(0) = 0.

3. Sur R*, f'(x) = 2xsin(1/x) — cos(1/x) et ainsi f'(x) n’a pas de limite quand x — 0. Par suite, f’ n’est pas
continue en 0.

Correction exercice IV-04.

1. 11 est facile de voir que selon que n = 0 (mod 4),1 (mod 4),2 (mod 4),3 (mod 4) alors /"™ (x) vaut
respectivement sinx, cosx, —sinx, —cosx.

. ! . . . . P , . . .
2. Ona(sin?x) = 2sinxcosx = sin 2x. Ainsi, les dérivées suivantes seront : 2 cos 2x, —4 sin 2x, —8 cos 2x, 16 sin 2x,

Et donc, selon que n =1 (mod 4),2 (mod 4),3 (mod 4),0 (mod 4), alors g(”)(x) vaut respectivement
27" 1gin2x, 2" 1cos2x, —2" 1sin2x, —2" 1 cos 2x.

Correction exercice IV-05. Soit @, () = (1 —¢2)" le polyndéme de degré 2n, qu'on dérive n fois, on obtient
alors un polynéme de degré n. Les valeurs —1 et +1 sont des racines d’ordre n de @, donc @,(1) =@, (1) =
.= len_l)(l) =0. Le méme résultat est obtenu en —1. Enfin Q(—1) =0 =Q(+1) donc d’apres le théoreme de
Rolle il existe ¢ €] - 1,1[ telle que @/,(c) = 0.

Ainsi, Q),(-1)=0, @,,(c) =0, @.,(—1) = 0. Et, en appliquant le théoréme de Rolle deux fois (sur [-1,c] et sur
[c,+1]), on obtient 'existence de racines d1,da pour ), qui s’ajoutent aux racines —1 et +1.

On continue ainsi par récurrence. On obtient pour len_l), n+1lracines: —1,e1,...,e,-1,+1. Nous appliquons
alors le théoréme de Rolle nfois. ce qui permet d’obtenir n racines pour P, = Q,".

Finalement, comme un polyndéme de degré n a au plus n racines, nous avons obtenu toutes les racines de
P, et par construction ces racines sont réelles distinctes, donc simples.

Correction exercice IV-06. la fonction f' étant dérivable, elle est continue. Comme f s’annule n + 1 fois,
f' change de signe (au moins) n + 1 fois donc s’annule (au moins) n fois. On peut bien s{ir recommencer, le
résultat en découle.

Correction exercice IV-07. Le théoréme des accroissements finis donne :

In(n+1)-In(n) = i(n+1—n): i,

Cn Cn
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avec ¢y € [n,n +1]. Et comme, ¢, =n alors % > cl, et ainsi :
n

1
1 Ch

LC |
P IL

i Ma

i In(k+1)—In(k) =In(n + 1).

On avoit alors que S, =1In(n +1) et donc S,;,, — +oo.

Correction exercice IV-08. En dérivant deux fois, on obtient f'(x) = 2(1 —£)3x + 3(1 + k)x? et f"(x) =
2(1 - k)% +6(1 +k)x. Ainsi, £'(0) =0 et £(0) = 2(1 - k)3.

Donc si k # 1 alors, la dérivée seconde étant non nulle en x = 0, 0 est un extremum (maximum ou minimum)
local.

Par contre, si 2 =1 alors f(x) = 2x3 et bien stir 0 n’est pas un extremum local.

Dans tous les cas 0 n’est ni un minimum global, ni un maximum global (regardez les limites en +oo et —00).

Correction exercice IV-09. On a f'(x) = 4x® — 342 = x%(4x — 3) et ainsi, les extremums sont soit x = 0 soit
=2,

Comme f"(x) = 12x2 — 6x = 6x(2x — 1), alors f” ne s’annule pas en x = %, donc x = % donne un extremum
local (qui est méme un minimum global). Par contre /(0) = 0 et £"(0) # 0 donc x = 0 est un point d’inflexion

qui n’est pas un extremum (méme pas local, pensez & un fonction du type x — x3).

Correction exercice IV-10. On a f i(x) = 1e® + 2x, f '(x) = Ae® + 2. Et comme les points d’inflexion sont les
racines de f!, alors si A =0, alors il n’y a pas de point d’inflexion, et si A <0 alors il y a un point d’inflexion
en x) = In(—2/1).
— Cas1SiA=0,alors [ /’1’ est toujours strictement positive, donc f i est strictement croissante, en —oo la
limite de f} est —co, en +oo la limite de f} est +oo, donc il existe un unique réel y, tel que f}(y2) =0
f1 est décroissante sur ] — oo, y,] et croissante sur [y,,+ool. Et en y), nous avons un minimum absolu.

— Cas1SiA<0,alors f ;’L’ s’annule seulement en x;. Comme f ;’L est croissante sur ] —oo,x,] et décroissante
sur [xy,+ool, alors f; a des racines si et seulement si f'(x3) = 0. Or f'(x3) = -2 +2x,. Ainsi,
* Si A =—2/e alors f}(x1) = 0. Comme f}'(x1) =0 et f}" ne s’annule pas alors x, est un point d’inflexion
qui n’est pas un extremum local.

* SiA>—2/e alors [ /{(x,l) <0 et donc f /{ est négative donc f est strictement décroissante et Il n’y a pas
d’extremum local.

* Si —2/e < A <0 alors f/’l(x,l) > 0, alors f/’1 s’annule en deux points, une fois sur ] —oo,x3[ et une sur
lx), +ool. Ce sont des extremums locaux (minimum et maximum respectivement).

Correction exercice IV-11. Soit x > 0, pour montrer que (Yx >0, (1+1)" <e< (1+ %)“1, il suffit de
montrer que ;7 <In(x+1)—Inx < =. En effet,

1 x x+1 1 1
(1+—) <e<(1+—) o xIn(l+-)<l<(x+1)In(1+-)
x x x x
< x(n(x+1)-Ilnx)<1l<(x+1)(In(x+1)—Inx)
p= L<ln(9c+1)—lnx<l.
x+1 x

Ainsi, pour x un réel strictement positif fixé et pour ¢ € [x,x+ 1], posons f(¢) = In¢. La fonction f est continue
sur [x,x + 1] et dérivable sur ]x,x + 1[. Donc, d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe un réel
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c dans lx,x + 1[ tel que f(x+1)— f(x) =(x + 1—x)f’(c) ou encore

1
Je€lx,x+1[/ In(x+1)—Inx = —,
c

ce qui montre que Vx>0, le1 <In(x+1)-Inx < %, et donc que

1\* x+1
Vx>0,(1+—) <e<(1+—) .
X X

Correction exercice IV-12.
1. calcul du DL de f(x) a I'ordre 2 en 0.

V1+x2

1+x+ V1442
2

1+% +x2e(x) 1
= 2 5 car V1+x2=1+=x%+x2e(x)
1+x+1+%5 +x2e(x) 2

2 2
1 1

= (1+%+x25(x))><— onposeu:g+xz+x4£(x)

2
21+2+ % +xte()

fx)

1 2
= 5(1+%+x28(x)) x

1+u
2

= %(1+%+x26(x)) x (1-u+u®+o0(u?)

1 2, x  x? x x%o
= 5(1+E+x E(x))x(l—(§+z)+(§+z) +x”e(x))

1 2
= §(1+%+x2£(x))X(l—g+x28(x))

2
= 5(1—g+%+x28(x))
2

= %—Z+xz+x2e(x)

2. En +o0o on va poser h = % et se ramener a un DL en A =0.

1
Vits? 0 x/atloo Vi
1+x+V1+x2 x(2+14,/5+1) 1+h+V1+h2
X

x2

flx)= f(h).

Ici -miraculeusement- on retrouve exactement ’expression de f dont on a déja calculé le DLen 2 =0:
fh)=1—-5 4B L p2e(h). Ainsi
1 1 1 1
= h = - — 4 — 4+ — .
f=FR) 2 4x  4x?  x2 £)

3. Attention cela ne fonctionne plus du tout en —co. Dans le calcul de la deuxiéme question on était on
voisinage de +oo et nous avons considéré que x était positif. En —oco il faut faire attention au signe,

par exemple V1+x =|x|\/xi2+1:_x\/xl2+l_
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Ainsi toujours en posant A = %

V1+x2
x+1+V1+4x2

—x /L
x\/zz+1

fx)

x(1+31-/F+1)

VITRE
1+h-Vith?
1+3n%+h2eh)
C1+h—(1+1h2+h2e(h))
1+3n%+h2e(h)
h-1R2+R2e(h)
11+2h2+h2eh)
“ho1-lh+heh)

1,1 1,1
——(1+ §h2 +h%e(h)) x (1+ S+ Zh2 +h%e(h))

h
1, 1. 3

—Z(1+§h+zh2+h2£(h))
1

3
= —E———Zh-FhE(h)
1 31 1
= —x—=———-- + —¢e(x)
2 4x

On en déduit par exemple que f(x) se comporte essentiellement comme la fonction —x en —oo et en
particulier limy_._o, f = +o0.

Correction exercice IV-13.

(a) Ona:
2 4 2 4

x x
e =1+x%+ = +xte(x) et cosx=1-="+=—+xte(x).
2! 2! 4!

On s’apergoit qu’en fait un DL a 'ordre 2 suffit :

2
x 3
e* —cosx = (1 +x? a2 ex)) - (1- 5 +v) = Exz +x2 e(x).
x2
Ainsi e;# = % + &(x) et donc
. e —cosx 3
lim—F=—.
x—0 x2 2

(b) On sait que
3 3

1n(1+x)=x—%+%+x3£(x) et sinxzx—%ﬂc

3 e(x).
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Les DL sont distincts dés le terme de degré 2 donc un DL a l'ordre 2 suffit :

x2 x2
In(1+x)—sinx = (x— 5 +a?e(x)) - (x+0(x?)) = -5 +x2e(x),

et donc
In(1+x)—sinx x
—— = —— +xé&x),
x 2
et ainsi
In(1+x) —si
lim n(l+x)—sinx _o.
x—0 X
(¢) Sachant que
2 4
cosx=1- r + r +x4£(x),
2! 4!
et
1 1
V1-x2=1-=x2- Zx* +xex),
2 8
alors
2 4
cosx-vVi-22  (1-F+§ +ate(x) - (1- 322 - Tt + 2t e(x))
x4 B x4
%x4 +xte(x)
= x—4
1
= —+¢
5 (x)
Ainsi
cosx—V1-x2 1
m— = -
x—0 x4 6

Correction exercice IV-14.
— Commencons en x =0, le DL de f(x) = In(1+x +x2) a Pordre 2 est
(x +x2)2

2

2

1
1n(1+x+x2):(x+x2) +o(x2)=x+ Ex +x2£(x).

Par identification avec f(x) = £(0) + f'(0)x + f”(O)g +x2¢(x), cela entraine donc £(0) =0, £'(0) =1 (et
f"(0)=1).

Léquation de la tangente est donc y = f'(0)(x — 0) + £(0) donc y = x.

La position par rapport a la tangente correspond a 1’étude du signe de f(x)— y(x) ou y(x) est I’équation
de la tangente.

2

fx)—y(x)=x+ %x2 t+o(x?) - x= %x +x2 e(x).

Ainsi pour x suffisamment proche de 0, f(x) — y(x) est du signe de %xQ et est donc positif. Ainsi dans un
voisinage de 0 la courbe de f est au-dessus de la tangente en 0.
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— Faisons la méme étude en x = 1.
Il s’agit donc de faire le DL de f(x) en x = 1. On pose x = 1+ h (de sorte que h = x — 1 est proche de 0) :

f(x)=1In(1+x+x% In(1+@1+h)+(1+h)?)
= In(3+3h+h?)

h2
= ln(3(1+h+?))

h2
= ln3+ln(1+h+?)

2 (h+h%)2 2
= 1n3+(h+%)—%+h+%)ze(h)

hZ  h2
= In3+h+———+h%eh)
3 2

1
= In3+h- Eh2 +h2e(h)

= In3+(x-1)- %(x 12 +(x-1%e(x), avec limé(x) = 0

La tangente en x = 1 est d’équation y = f'(1)(x — 1) + (1) et est donc donnée par le DL & l'ordre 1 : c’est
y=(x-1)+In3. Et la différence f(x)— (In3+(x—1)) = —%(x —1)%2 + (x — 1) e(x) est négative pour x proche
de 1. Donc, dans un voisinage de 1, le graphe de f est en-dessous de la tangente en x = 1.

Correction exercice IV-15.

1. La fonction g est définie en x sauf si sin(x) = 0 ou x = 0. Son domaine de définition est donc R—{kx,% €
Z}.

2. On peut prolonger g en une fonction continue en 0 si et seulement si elle y admet une limite.
Elle est dérivable en ce point si et seulement si elle y admet un développement limité a I'ordre 1.
Toutefois, comme 1’énoncé demande la position du graphe de g par rapport a sa tangente en 0, nous
allons calculer directement le développement limité a ’ordre 2 de g en 0.

3 .5
Le développement limité en 0 a ’'ordre 5 de arctanx =x — 3 + % +x%e1(x).
3 .5 5 7 2 4
nxmre bt T mdx=ad X 1330 7 L _ 1 2 9%
Orsinx =x 31 + = +x°€9(x). Donc sin x—a; 2 +5 120 +x'eg(x) et I €3(1+ 2 + 20 +x*e4(x)).
L _arctanx 1 1 x°  3lx 5 1 1 3lx 9
On en déduit que : m ke x—3(x+ 3 + To0 +x°€5(x)) — 276 + 120 +x“€5(x).

Ainsi on peut prolonger g en une fonction continue en 0 en posant g(0) = —.
La fonction ainsi obtenue est dérivable en 0 et sa dérivée est nulle. La tangente en 0 a son graphe est

1
la droite d’équation y = 5 Enfin le graphe de g est au-dessus de cette droite au voisinage de 0.

Correction exercice IV-16. On rappelle que toutes les fonctions €;(x) vérifient ¢;(x) — 0 lorsque x — 0.

1. cosx-expx (a l'ordre 3).
Les DLs de cosx a 'ordre 3 et de expx a 'ordre 3 sont respectivement donnés par

1 1 1
cosx=1-— Exz +€1(x)x3 et expx=1+x+ —x? 4 =48 +€2(x)x3.

2! 3!
—
=P(x) =Q(x)
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On multiplie P par @ et on alors

P(x).Q(x)

1 1 1
(I—Exz) x(1+x+ 5x2+§x3)
1 1
= 1-(1+x+ 5x2+5x3)
—lxz-(1+x+ l952+lx3)
2 2! 3!

3

1
T+x—x+--

Rappelons qu’on n’a pas besoin de calculer les coefficients d’ordre supérieure a 4 car cherche un dl
a Tordre 3 donc tout terme en x*, x% ou plus se met dans e3(x)x. Ainsi le DL de cosx-expx en 0 &

Pordre 3 est :

1
cosx-In(1+x)=1+x— §x3 +e5(x)x3.

2. (In(1+x))? (a Yordre 4). Il $agit juste de multiplier le d1 de In(1 + x) par lui-méme, i.e., de 'élever au
carré. En fait si I'on réfléchit un peu on s’apercoit qu'un dl & l'ordre 3 sera suffisant (car le terme
constant est nul) :

3

1 1
Ind+x)=x— §x2 + gx +a8 e3(x),

=p(x)
2 .
On a p(x)? = (x - %xz + %xS +e(x)x3) =x2 -2+ %x‘l +---. Rappelons encore une fois qu'on n’a pas

besoin de calculer les coefficients d’ordre supérieure a 5 car cherche un DL a 'ordre 4 donc tout terme

en x°, x% ou plus se met dans e5(x)x3. Ainsi le DL de (In(1 + x))? est

11
(In(1+x)? =22 -2+ Ex‘l +xteq(x).
shx—-x _ shx—x . . )
3. 3 (alordre 6). Pour le DL de 3 On commence par faire un dl du numérateur. Tout d’abord :
x x
_ 13, 15 147 14 g
shx=x+ gx +§x +7—!x +§ +x° e(x),

et ainsi

13 15 17 159
shx—x—gx +§x +7—!x +§

Il ne reste maintenant plus qu’a diviser par x> pour obtenir

+2 €(x).

shx-x 1 12+14+1
- i S

i 6
P R TR e TR

+x8e(x).

Remarquez que nous avons commencé par calculer un DL du numérateur a l'ordre 9, pour obtenir
apres division un DL a 'ordre 6.

4. exp(sin(x)) (a Vordre 4). Dans la suite, on désigne par o(x*) toute fonction x* £(x) ot lién e(x)=0.

On sait que sinx = x— 323 + o(x?) et que e =1+ u + g u? + Fud + Lut +ou).
Comme on veut obtenir le DL & 'ordre 4 de e* oul u = sinx, on doit calculer u,u2,u? et u*. On a alors

1 1
+..., et u2=(x—§x3+...)2=x2—§x4+...,

. 1 4
u=sinx=x——x
3!



54

CHAPITRE 4. FONCTIONS REELLES. DERIVABILITE, DEVELOPPEMENTS LIMITES

et de méme

1
u3:(x——x3+ )3=x3+ et ut=x*+...
3!
Enfin, on obtient
. _ 13,1 o 1, 1 3 1 4 4
exp(sin(x)) = 1+(x—§x )+ E(x - 3% )+ g(x )+ Z(x )+o(x™)

1 1
= 1+x+-x>—=x*+o(x?).
2 8

. sin®(x) (a lordre 9).

On sait sin(x) =x — %x3 +o(x%). Si on voulait calculer un dl de sin%(x) a I'ordre 5 on écrirait :

. 1 2 1 1 1
sin®(x) = (x— QxS +o(xh) = (x - §x3 +o(xh) x (x— §x3 +o(xh) =x? - 2§x4 +o(x°).

En effet tous les autres termes sont dans o(x?).

Le principe est le méme pour sin®(x). En effet, comme (x — %x?’)6 =x0-x8+0x%+..., alors sin®(x) =
18— 28 + 0(x?).

. In(cos(x)) (a Tordre 6).

Les DLs de cosx a l'ordre 6 et de In(1 + ) a 'ordre 6 sont

1 1 1 1 1 1 1
cosx=1-——x2+—x*— =45 +o(x6), et In(l+w)=u—--u?+=u®-Zu*+24°

16 6
——ub+ .
o Ty Tl g tgui T g Tl o)

On pose alors u = —%xz + %x‘l - éxe de sorte que

1 1 1 1 1
In(cosx)=In(1+u)=u— §u2+ Sud o Cut+ Zub - Zub v o(u

6
3 4 5 6 )

11 ne reste plus qu’a développer les u*, “de facon économique” c’est a dire en écartant les puissances
supérieures a 7, i.e.,

et

pour ce qui est des autres termes u?, u®, u®, la puissance minimale est supérieure a 6 donc ils ce sont

tous des o(x%). Et en fait développer In(1 + u) & ordre 3 est suffisant.

Il ne reste plus qu’a rassembler pour obtenir :

1 1
In(cosx)=In(1+u) = u—§u2+§u3+o(u3)
= —lx2+lx4—lx6)+(—1(1x4—ix6))+ +1 ——x6+))+0(x6)
2! 4! 6! 2\4 24 3

1 1 1
“x? - —xt - —ab 1o

6
2 T12° "5 )
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7. a lordre 4.
cosx
11 suffit d’utiliser le DL de cosx a 'ordre 4 qui est cosx =1— %xz + %,x“ +o(x*) ainsi que le DL de ﬁ
a lordre 2 qui est ﬁ =1-u+u?+o0?).
On pose alors u = —%xz + %x‘l, et on a alors u? = %x“ +.... Ainsi
1 2 2y _ 1214 1 o 1 42 4y_1,. 12 5 4 4
osrTin s lTutu +o(u )—1—(—§x *a® )+(—§x Tk )" +olx )—1+§x *51% +o(x®).
8. tanx (a l'ordre 5 (ou 7 pour les plus courageux)). Pour le DL a l'ordre 5 de tanx = sinx x m, il suffit

de multiplier la partie réguliere du DL de sinx a 'ordre 5 par celle du DL de m a lordre 4.

Par contre, pour le DL de tanx a 'ordre 7, il faut d’abord refaire le DL de K mais cette fois a 'ordre
6 et qui est donnée par
1 1 5 61
—— =1+ =22+ —at+ —x® +o(x®)
cosx 2 24 720

~ N 3
Apreés calcul, on trouve que le DL a l'ordre 7 de tanx = x + % + 21’; + 1371x +o(x").

9. (1+x)T% (a Pordre 3). 1
Si 'on pense bien a écrire (1+x)T+ = exp(

Pordre 3 de In(1 +x)

In(1 +x)) alors c’est juste des calculs utilisant les dl a
2

1+x

et expx. on trouve alors (1 +x)1+x =l+x—x"+% - o(x®).

’ 1+x

Correction exercice IV-17. On expose deux méthodes :
Premiere méthode. On applique la formule de Taylor (autour du point x = 1)

f()( -2+ ! (1)( ~ 13+ (- 13 e(x).

f@) =D+ (Dx-1)+

1

Comme f(x)=/x = x3 alors fl(x)= 2x ~2 et donc f'(1) = % Ensuite on calcule f"(x) (puis f"(1)), f"'(x) (et
enfin f"(1)). On trouve le dl de f(x) = \/x au voisinagede x =1 :

g o1 e 1 s 3
\/E—1+2(x 1) 8(x 1) +16(x 1)° +(x— 1) e(x).

Deuxieme méthode. Posons 4 =x —1 (et donc x = A +1). On applique la formule du DL de v 1+ A autour
de h =0 qui est donnée par

1
Vith=1+= h——h2 6h +h2e(h).
Ainsif(x):\/_:\/1+h:1+%h—%h2+1—16h3+o(h3):1+%(x—l)—%(x—1)2+1—16(x—1)3+(x—1)3£(x).

Correction exercice IV-18. Dans cette réponse, on expose également deux méthodes. De plus, on désigne
par o((x — @)*) toute fonction (x — a)* e(x) our lime(x) = 0. Premiere méthode. Cette méthode consiste a

calculer g'(x) = 3v5 OXP vz, 8" (x), g"'(x) puis g(l) g'(1), g"(1), g"(1) pour pouvoir appliquer la formule de
Taylor condulsant a:

exp(vx)=e+ g(x -1)+ %(x —13+0((x-1)%). avece=exp(1).



56 CHAPITRE 4. FONCTIONS REELLES. DERIVABILITE, DEVELOPPEMENTS LIMITES

Deuxieme méthode. On commence par calculer le DL de k(x) = expx en x = 1 ce qui est tres facile car
pour tout n, ™ (x) = expx et donc £ (1) = e. Ainsi, on obtient :
expr=e+e(x—1)+ %(x— 2+ %(x— 1%+ o((x - 1)3).
Pour obtenir le DL g(x) = A(y/x) en x = 1 on écrit d’abord :
exp(vV) = e +e(vi-D+ (V- 1P+ S(VE- D +o((VE-DP).
11 reste alors a substituer \/x par son DL obtenu dans I'exercice précédent et on alors on retrouve

exp(vx)=e+ %(x -1+ %(x— 12 +o((x—1)%). avec e =exp(l).

Correction exercice IV-19. Cette fois ci, on n’exposera pas la premiére méthode comme dans les deux
précédents exercices.
Posons u = x— % (et donc x = § +u). Alors

3 1
sin(x) = sin(g +u)= sin(g)cos(u) + sin(u)cos(g) = g cosu + 3 sinu.

On connait les DL de sinu et cosu autour de u =0 (car on cherche un DL autour de x = g) donc

. V3 .
sinx = -—cosu+_sinu
2 2
V3 1 5 gy 1 1 g 3
= ?(1—2—!u +o(u ))+§(u—§u +o(u ))
3 1 3 1
= £+—u—£u2——u3+o(u3)
2 2 4 12
V3 1 T, V3 Ty 1 T3 T3
= E— — _—)— — _— _— _— + —_ —
2+2(x 3) 4(x 3) 12(x 3) o((x 3))

Maintenant pour le DL de la forme In(a +¢) en v = 0 on se rameéne au dl de In(1 + ¢) de la fagon suivante :

t t t 12 1+
In(@+8)=In(a(l+-))=Ina+In(1+=)=lna+— - = — + = — +o(t>).
a a a 2a? 3ad

On applique ceci & A(x) = In(sinx) en posant toujours u =x - % :

. V3 1 V3 4, 1 4 3
h(x)=In(sinx) = In ?+§u—Tu —Eu +o(u”)
3 2 [1 3 1
= In £ +Infl1+— —u—£u2——u3+o(u3)
2 Vv3l2 4 12
= .- on effectue le DL du In et on regroupe les termes
V3l 1 2, 3 3
= In|—|+—=u—--u"+——=u"+ou")
2 v3 3 V3
V3 1 T, 2 T 9 4 T3 .3
= In[—|+—=EG-2)-=@-=)V+—@-=)+ -=
n|— \/g(x 3) 3(x 3) 9\/§(x 3) o((x 3))
On trouve finalement que :
3 1 2 4
1n(sinx)=ln(§)+ﬁ(x—g)—g(x—g)2+ﬁ(x—g)3+o((x—g)3)-
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4.2 Exercices non corrigés

Enoncé IV-01. Etudier la continuité, la dérivabilité et la continuité de la dérivée pour les applications
f : R— R définies par :

xzsin(}c) six#0 cos(v/x) six=0

L) f)=xlxl 2) f(x):{o siz=0 °/ f(x):{ch(\/—_x) six<0 -

Enoncé IV-02. La fonction x — cos \/x est-elle dérivable en 0 ?

Enoncé IV-03. Etudier la dérivabilité sur R des fonctions suivantes :
) 1
1+|x|’ B

fix—x|x|, g:x

Enoncé IV-04. Prolonger par continuité en 0 et étudier la dérivabilté de
1. f(x)=/xlnx.
e*-1
7

2. glx)=

Enoncé IV-05. Soit f : [0, 7/2] — R la fonction définie par :
sinx
fay=4 ~
1 six=0.

si x €]0, /2]

1. Montrer que f est de classe C! sur [0, 7/2].

2
2. Etablir que V x € [0, /2], i <sinx < x.
T

Enoncé IV-06. Soit a € R, f une application définie au voisinage de a a valeurs réelles; lorsque la limite
de fla+h)—fla—h)
2h E

1. Montrer que si f(;l(a) et fé/‘,(a) existent, alors f;(a) existe et f;(a) = %(f(;(a)+ f;,(a)).

uant A tend vers 0 existe, on la note f;(a), et on appelle la dérivée symétrique de a.

2. Montrer par un exemple que la réciproque du résultat précédent est fausse.

Enoncé IV-07. Soit a € R, I un intervalle ouvert contenant a, et une fonction f : I — R supposée de classe
C? sur I. En utilisant un développement de Taylor-Young a l'ordre 2 au voisinage de a, calculer

1
lim - (f@+h)+ fla~h) -2 (@).

Enoncé IV-08. Etablir les inégalités suivantes :
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1. Vx€[O0, Z], x <tanx < 2x.

2. Vxe]l-1, +ool, len(l+x)5x.
x+1
3. Vx>0, x<e*—-1=<xe".
a—b a a-b

4. 0<b<a—> ——<Iln-<
a b

5. V(a,b)eR2|e® —el| < |a-b|.

S

3x +COSS.’)C.

Enoncé IV-09. Calculer la fonction dérivée d’ordre n de A(x) = sin
Enoncé IV-10. Soient u et v des fonctions dérivables a 'ordre n sur I'intervalle I
1. montrer par récurrence que la dérivée d’ordre n du produit uv sur cet intervalle est :

n
@)™ =Y Chu®yn=h,
k=0

2. En déduire les dérivées successives des fonctions :

(@) x—x2e® ; (B) x—22(1+2)" ; () x— (d) x— x" lnx.

x+12

Enoncé IV-11. Déterminer a,b,c pour que f soit C? ot

R—R
f:{x—e*six<O0

x— ax® + bx + ¢ sinon

n
Enoncé IV-12. Soient a et b deux réels et f(x) = (x —a)*(x — b)". Calculer f™ et en déduire Y (Cﬁ)z.
k=0

Enoncé IV-13. Etudier la fonction f : x — x® —5x+1 sur R et en déduire que 'équation x® —5x+1 = 0 a trois
solutions réelles.

Enoncé IV-14. Soient a et b deux réels donnés. Montrer que le polynéme X" +aX + b admet au plus trois
racines réelles. (indication : on peut appliquer le théoréeme de Rolle plusieurs fois.)

Enoncé IV-15. Soit f une fonction continue et dérivable sur [a,+oo[ et telle que lim,_., f(x) = f(a). Mon-
trer qu'il existe un élément ¢ dans la,+oo[ tel que f'(c) = 0.

Enoncé IV-16. Soit f une fonction deux fois dérivable sur [a,a + 2Ak]. Par introduction de la fonction g(¢) =
fla+t+h)—f(a+t) montrer qu’il existe a dans 10,2[ tel que f(a)—2f(a+h)+ f(a +2h) = h2f"(a + ah).
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Enoncé IV-17. étant donné « dans ]0, 1[, montrer que pour tout entier naturel n

a a
T =2(n+1)"-n"= T

L. . 1
En déduire lim,, .o Z;zl pa-

Enoncé IV-18. Appliquer la regle de 'Hopital aux calculs des limites suivantes :

. 1 1 .
lim|——-—|, lim(1 — cosx)cotanx,
x=0\sin“x «x x=0

. cos(x®)—1 . Incosax

lim — im——,

x—0 x*e¥ x—0Incosbx

Enoncé IV-19. Etudier la continuité, la dérivabilité, la continuité de la dérivée pour les applications sui-
vantes :

1. f:x-—»sin(l)six;éOetf(O)zo.
x
1
2. g:x—xsin(=)six#0et f(0)=0.
x

1
3. h:x—x’sin (=) six#0 et £(0)=0.
x

Enoncé IV-20. Soit n € N, n = 2, et a,b € R. Montrer que I'’équation x" +ax + b = 0 ne peut avoir plus de
deux racines réelles distinctes si n est pair, et plus de trois racines réelles distinctes si n est impair.

Enoncé IV-21. Etudier la dérivabilité a droite en 0 de la fonction f : x— cos/x.

X

Enoncé IV-22. Montrer que pour tout n €N, lim — = +o0.
x—+oo xN

Enoncé IV-23. Etudier les branches infinies des fonctions :

1. fx)=x2 arctan(ﬁ).

s
2. g(x)=x/ 3’%11

4 4 . : 2tanx—sh 2x
Enoncé IV-24. Déterminer 3151}»1(1) {—cos3x)arctanx "

Enoncé IV-25. Soient u, v, f les fonctions définies par u(x) = (63— 222 + 1)%, v(x) = Val+x+1, flx)=
u(x) —v(x).

1. Donner un équivalent de f au voisinage de —oo, en déduire lim f.
—00
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2. Déteminer xlim u(x)— x,xlim v(x) + x. En déduire ’équation de la droite asymptote au graphe de f
——00 ——00

en —oo et positionner f par rapport a cette asymptote.

3. Méme étude en +oo.

3

+
Enoncé IV-26. Soient [ : x — X
x2-1

respectifs ont des asymptotes puis la position de ces graphes par rapport a celles-ci.

1
etg:x— (x+ 1)exp(—1) deux fonctions. Déterminer si leurs graphes
x—

Enoncé IV-27. Former le développement limité en 0 a l'ordre n de chacune des fonctions définies ci-

dessous :
1) f :x~—tanx, n=>5. 2) f:x—tan’x, n=6.
In(1+x)
. X =4, 4. T x— =4,
8) f:x 1+x " ) [ 1 "
5) f:x—1In(l-x+x2), n=6. 6.) f :x—V1+sinx, n=3.
(x+2)e™* 2—x+x2 2+ x — 3x2
E g IV-28. O = == " " ethx)z ———
nonee npose flx) = = W) = g et h = e e

1. Former les développements limités a ’ordre 3 en 0 des fonctions f, g et h.

2. Des deux fonctions g et &, laquelle réalise la "meilleure approximation" de f au voisinage de 0?

Enoncé IV-29. Former le développement limité a ’ordre n et au voisinage de x¢ de chacune des fonctions
définies ci-dessous :

1
1) fix— =% n=5x=1 2) f:ax—sin®3), n=4,x=1.
x 2
3) f:x—tanx, n=3,x0=%. 4) f:ix— Vad+a2- Va3 —x2, n=4, xo = +oo.

Enoncé IV-30. Calculer lorsque x tend vers 0, les limites des expressions suivantes :

x(2+cosx)—3sinx 2 2
1. . 2. _— .
) x3(1—cosx) ) x(e*—-1) «x2
3) 2tan(x) — tan(2x) 4) sinhx + sinx — 2x
) x(1-cos(3x)) ’ x(coshx +cosx—2)

x2-x-6 )
x2+2x-3°

1. Former le développement limité a 'ordre 3 et au voisinage de 0 de f(—1+1¢).

Enoncé IV-31. Dans un repeére (O, x,y), soit 6 la courbe d’équation y = f(x) =

2. En déduire I'’équation de la tangente (T') a la courbe 67 au point xo = —1 et la nature du point (-1, 1).
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Enoncé IV-32. Etudier, lorsque |x| < oo, les branches infinies des courbes suivantes d’équation y = f(x)

dans les cas :

1 f(x)=x21n(x+1).

2. glx)=(x+ 1)eT1+1.

3. h(x)= Vat+x2— Va3 +x2.

Enoncé IV-33. Soit (€r) la courbe représentative de la fonction f définie sur R par

1 1 )
—— - six#0.
fx)={ * arcsinx

0 six=0

Le but de cet exercice est d’étudier, au voisinage du point d’abscisse 0, la position de la tangente (T') par
3
rapport a la courbe (6r). On rappelle que arcsinx = x + ng + Exf’ +x°e(x) ot liII(l) e(x)=0.
X—

1. Montrer que [ est continue en 0.
2. Donner les développements limités a 'ordre 5 en 0 des fonctions x — arcsinx —x et x — xarcsinx.
3. En déduire le développement limité a 'ordre 3 en 0 de f(x).

4. Donner I’équation de la tangente (T') au point d’abscisse 0 et étudier sa position par rapport a la

courbe (6%).
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Chapitre 5

Fonctions trigonométriques,
hyperboliques et réciproques.

5.1 Exercices corrigés

5.1.1 Enoncé des exercices

Exercice V-01. Pour x € R, vérifier que chacune des expressions
. 1
(a) arcsinx+arccosx, (b) arctanx+arccot x, et (c) arctanx+ arctan(—).
x

est une constante réelle que 'on déterminera.

Exercice V-02. Tracer les courbes d’équations

(a) y=sin(arcsinx) et (b) y=arcsin(sinx).

Exercice V-03. Démontrer les inégalités suivantes :

si0<a<1, et (b) arctana > sia>0.

a a
Vi-a2 1+a?

(a) arcsina <

Exercice V-04. Etablir les égalités suivantes :

1 4 1 1
(a) 2 arctan(i) = arctan(g) (b) arcsin(—)+ arctan(g) -z (c) arcsin(%) + arcsin(g) = arcsin(%).

NG 4

Exercice V-05. Ecrire sous forme d’expression algébrique

(a) sin(arccosx), (b) cos(arcsinx), (c) cos(2arcsinx).

Exercice V-06. Résoudre les équations suivantes :

63
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1. arccosx = 2arccos %.

2. arcsinx = arcsin % + arcsin %

3. arctan2x +arctanx = .

Exercice V-07. Calculer :

(@) lim e *(ch®x—sh3x) (b) lim (x —In(chx)).
x—+00 x—+00

Exercice V-08. Soit x € R. On pose ¢ = arctan(shx).

1. Etablir les relations tan# = shx, Flst =chx et sint = tanhx.

2. Montrer que x =In(tan (£ +%)).

Indication : Pour la premiére question calculer Klzt Pour la seconde question, vérifier que y =In (tan (% +2))
est bien défini et calculer shy.

Exercice V-09. On considére la fonction numérique f telle que : f(x) = (x? — 1)arctan Tl—l et on appelle (€)

sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
1. Quel est I'ensemble de définition 2 de [ ?

2. Exprimer sur 2 \{0}, la dérivée de f sous la forme : f'(x) = 2xg(x).
3. Montrer que : Vx € R, 2x* — 4x3 + 9x2 — 4x + 1> 0 et en déduire le tableau de variation de g.

4. Dresser le tableau de variation de f.

Exercice V-10.
1

1. Montrer que pour tout réel x non nul, on a : tanhx = #@M ~ nha
n—1
2. En déduire la valeur de u, = Z 2% tanh(2*x) pour n entier naturel non nul et x réel non nul donnés

k=0
puis calculer la limite de (upy).

Exercice V-11. Simplifier les expressions suivantes

1. sin(2arcsinx),

2. cos(2arccosx),

3 sinz ( arcgosx )’

Exercice V-12. Simplifier les expressions suivantes

1. In(Va2+1+x)+In(Vx2 +1—-x),

2. argsh (’i;l ),
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3. argch(2x2 -1),

chx—1
4. argth(\/ch“l),
ch(Inx)+sh(nx)
7

Exercice V-13. Résoudre dans R les équations suivantes :
1. chx=2,

2. arcsin(2x) = arcsinx + arcsin(xv/2),

3. 2arcsinx = arcsin(2xVv'1 —x2).

Exercice V-14. Soit z = x + 1y un nombre complexe, ot x =Rz et y = Sz. On sait que si z est non nul, on peut
Vécrire de facon unique sous la forme z =x+iy=re'%, on 0 €l —m, 7wl et r = \/x2 + y2.

0 x

1. Montrer que si x > 0, alors 6 = arctan %

sinf )

2. Montrer que si 0 €]—n,nl, alors 6 = 2arctan ( Ttcosd

3. En déduire que si z n’est pas réel négatif ou nul, on a légalité 0 = 2arctan (4)

Exercice V-15. Simplifier les expressions suivantes :
1. (a) ch(argshx), (b) tanh(argshx), (c) sh(2argshx).

2. (a) sh(argchx), (b) tanh(argchx), (c) ch(3argchx).
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5.1.2 Correction des exercices

Correction exercice V-01. En examinant les dérivées des fonctions trigonométrique réciproques, on re-
marque que :

(a) Pour tout x€]—1, 1, arcsin x = —L =
—X
On en déduit alors que 3c € R (c = constante) tel que arcsinx + arccosx = c¢. On détermine alors c en

prenant (par exemple) x =0 et on a ¢ = arcsin0 +arccos0 = §. Finalement

! . . . !
= —arccos x. Ainsi, pour tout x €]—1, 1[, (arcsinx + arccosx) =0

. T
arcsinx + arccosx = 3 Vxel-1, 1[.

(b) De la méme maniére que précédemment, on vérifie que arctanx +arccot x =3, VxeR.
Si On ne veut pas utzlzser la réponse precedente on peut répondre de la maniere suwante
Pour tout x € R, arctan x = 1% = —arccot x. Ainsi, pour tout x € R, (arctanx + arccot x) =
On en déduit alors que dc € R (¢ = constante) tel que arctanx+ arccot x =c. On determme alors c en
prenant par exemple x =1 et on a ¢ = arctan1+arccot 1= 7. Finalement
arctanx + arccot x = %, Vx eR.

(¢) Remarquons que la fonction x — arctanx + arctan( %) est définie sur R* et qu’elle est impaire.

Z _ 1 S
1+’E s = ﬁ = —arctan x. On en déduit alors que pour tout x € R**,

Ainsi, pour tout x € R**, (arctan( ))
(arctanx + arctan( % ) =0.

Ainsi, dc € R (¢ = constante) tel que arctanx + arctan(%) = ¢ pour tout x > 0. On détermine alors c en

/2
prenant (par exemple) ¢ =1 et on a ¢ =arctanl+arctanl = 3 Finalement

arctanx + arctan(1) = 5 Vx e R*
arctanx +arctan(y)=-3, VxeR*".

Correction exercice V-02. Posons f(x) = sin(arcsinx) et g(x) = arcsin(sinx) et remarquons alors que les
domaines de définition de f et g sont respectivement Dy =[-1, 1]et Dg =R.

(@) Puisque la fonction x — arcsinx est la bijection réciproque de la fonction x — sinx sur Dy =[-1, 1],
alors f(x) = x pour tout x € Dy.

(b) Puisque la fonction x — sinx est définie sur R et est impaire et périodique de période 2w, alors la
fonction x — g(x) est également impaire et périodique de période 2n. Etudions donc la fonction g sur
Uintervalle [0, m].

- Cas 1. x€[0, F]
Pour x €10, Z], la fonction x — sinx est bijective de [0, Z] sur [0, 1] et sa bijection réciproque est la
restriction de la fonction x — arcsinx a Uintervalle [0, 11. Ainsi, g(x) = x pour tout x € [0, F1.

— Cas 2. x€[Z, n]
Pour x € [2 , ], on a sinx =sin(r —x), or X =1 —x €0, %] et donc, en utilisant le résultat obtenu dans
lecas 1, on a g(x) = g(X)=X =n—x. Ainsi, g(x) =n—x pour tout x € [Z, nl.
Ainsi le tracé des courbes des fonction f et g est comme suit :

Correction exercice V-03.
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FIGURE 5.1 — Courbes des fonctions f = sin(arcsin.) (& gauche) et g = arcsin(sin.) (a droite)

(@) Soit f(a)=arcsina — \/IL—T sur 10,1[. Alors f'(a) = \/11_? - \/1_7‘121(1_“2) = \/11_? . % et donc f'(a) < 0.

Ainsi f est strictement décroissante et f(0) =0 et par suite donc f(a) <0 pour tout a €10,1[.

1 1-a? 2a2

— _ a / —_ _ — aQ ;
(b) Posons g(a) = arctana TraZ: On a alors g'(a) = o2 ~ (sa®® = (Tra? > 0. Donc g est strictement

croissante. Comme g(0) =0, alors g est strictement positive sur ]0,+ocl.

Correction exercice V-04.

1 4 1 4
(a) On pose a = arctan(g) et b= arctan(g) , ainsi tan(a) = 3 et tan(b) = 3

4
On sait que tan(2a) = lz_tzﬁéc(”;), ainsi tan(2a) = 3 Et comme tan(2a) = tan(b), alors 3k €Z; 2a =b + k.
D’autre part :
1 b4 . b4
O<a = arctan(§) <arctan(1) = T soit 0<2a < 3
4 7
0<b = arctan(=)< —,
retan(z) <3

Ainsi, (tan(2a) = tan(b) et 2a, b €10, g[) —2a=b.

1 1 1 1
(b) On pose a = arcsin(—) et b = arctan(=), ainsi sin(a) = — et tan(b = —.
’ \/52 i 1 V6 ’ 1 b) 1
i -t
On sait que tan(a) = L(a), ainsi tan(a) = —. De plus tan(z -b)= L() =—.
1—sin%(a) 2 4 1+tanb 2

Ainsi, (tan(a) = tan(% -beta, 7-b€l0, FD=a=7-0b.

5 3 56
(c) On pose a = arcsin(ﬁ), b= arcsin(g) et c= arcsin(g) , ainsi sin(a) = 15—3, sin(b) = % et sin(c) = %.

; g : 5 B3 3 1 (B 58
Onas1n(a+b)—sm(a)cos(b)+sm(b)cos(a)—13\/1 (5) +5\/1 (13) —65_s1n(c).

1
Or0<a= arcsin(%) < arcsin(é) = %, e;O <b= arcsin(g) < arcsin(?) = g
Ainsi (sin(a + b) =sin(c) et a + b, ¢ €]0, 5[) —a+b=c.

Correction exercice V-05.
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(@) On a pour tout y € R, sin? y =1 —cos?y, donc siny = +1/1—cos? y.
Posons y = arccosx, il vient que sin(arccosx) = +V1—x2. Or arccosx € [0, 7], donc sin(arccosx) est positif
et finalement sin(arccosx) = +v' 1 —x2.

(b) Dela méme maniére on trouve cos(arcsinx) = +V'1—x2. Or arcsinx € [-5, 5, donc cos(arcsinx) est positif
et finalement cos(arcsinx) = +v'1—x2.

Ces deux égalités sont & connaitre ou & savoir retrouver trés rapidement :

sin(arccosx) = V' 1 —x2 = cos(arcsinx).

(¢) Enfin, puisque cos(2y) = cos® y —sin? y, on obtient avec y = arcsinz,

cos(2aresinx) = (V1 —x2)%2 —x2 = 1-2x2.

Correction exercice V-06.

1. On vérifie d’abord que 2arccos% € [0,7] (sinon, léquation n’aurait aucune solution). En effet, par
définition, la fonction arccos est décroissante sur [—1,1] & valeurs dans [0, 7], donc puisque % < % <1,
onaj = cos(3) 2 0.

Puisque par définition arccosx € [0, 7], on obtient en prenant le cosinus :

3 3
arccosx = 2arccos (Z) < x =cos (2 arccos —) .

En appliquant la formule cos2u = 2cos® u — 1, on arrive donc & une unique solution x = 2(%)2 -1= %.

2. Vérifions d’abord que —Z < arcsin 2 +arcsin2 < Z. Ene et, la fonction arcsin est strictement croissante
q 2 5 572

2_1_.3_v2
et0<5<2<5<2.

Ce qui donne 0 < aresin () < Z <arcsin () < Z, d’'otz l'encadrement

<=+

ol w

T .2 .
0+ E < arcsin 5 + arcsin

[N
1S

Puisque par définition on aussi arcsinx € [~ 7, 1, il vient en prenant le sinus :
. . 2 .
arcsinx = arcsin — + arcsin —
5 5
. .2 .3
< x=sin|arcsin 5 + arcsin 5

3
< x=—co0s (arcsin —) + —cos (arcsin —)
5 5) 5 5

La derniére équivalence vient de la formule de sin(a+b) = cosasinb+cosbsina et de l'identité sin (arcsinu) =

u.
En utilisant la formule cos(arcsinx) = V1—x2, on obtient une unique solution : x = % % + %% =
3v21+8

25 -

3. Supposons d’abord que x est solution. Remarquons d’abord que x est nécessairement positif, puisque
arctanx a le méme signe que x.

Alors, en prenant la tangente des deux membres, on obtient tan (arctan(2x) + arctan(x)) = 1.
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7. 5 . _ tana+tanb . 2x+x
En utilisant la formule donnant la tangente d’une somme : tan(a+b) = {5 =%, on obtient %57~ =1,

et finalement 2x2 + 3x — 1 = 0 qui admet une unique solution positive xg = %. Ainsi, si équation
de départ admet une solution, c’est nécessairement x.
Maintenant, posons f(x) = arctan(2x)+arctan(x) qui est une fonction continue sur R. Comme f(x)

-7 et f(x) P

au moins une fois (et en fait une seule fois, puisque f est strictement croissante comme somme de deux
fonctions strictement croissantes). Ainsi l’équation de départ admet bien une solution, qui est x.

X——00
+7, on sait d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires que f prend la valeur §

Correction exercice V-07.

(@) Par la formule du binéme de Newton nous avons ch®x = (%) (e3x +3e*+3e™" +e_3x). Et de

~ ool

3
X __ X _ _ _
méme sh®x = (%) = %(e3x —3e* +3e™* —e73%). Donc e *(ch®x—sh3x

qui tend vers % lorsque x tend vers +oo.

_ 1, x -3xy_ 3,1, —4x
=ge (6e™ +2e7>Y) =1+ 1e

(b) Ona :x—In(chx) = x—ln(%) =x—In(e*+e ) +In2 = x—In(e*(1+e 2))+In2 = x—x+In(1+e 2*)+1n2 =
In(1+e %) +1n2.
Lorsque x — +00, In(1 + e72*) — 0 donc x —In(chx) — In2.

Correction exercice V-08.

1. (a) Remarquons d’abord que, par construction, t €1-3, 5[, t est donc dans le domaine de définition de
la fonction tan.
En prenant la tangente de I’égalité t = arctan(shx) on obtient directement tant = tan (arctan(shx)) =
shux.

(b) On a également, @ =1+tan?¢ = 1 +tan?(arctan(shx)) = 1+sh?x = ch®x. Or la fonction ch ne

prend que des valeurs positives, et t €] - 5, 5[ donc cost > 0. Ainsi Flst =chux.
(¢) Enfin, sint =tant-cost =shx- ﬁ =tanhux.

2. Puisque t €]—

1 %,% ,ona0< é +% < %, donc tan(% + %) est bien défini et strictement positif. Ainsi
y=In(tan(f+1%))

est bien défini.

Ensuite :
eV _ oY
shy = 5
- ftan(§+D) -
tan (% + %)
in? (4 +§) cos? (4 )
- 2cos (£ +5)sin(5+%)
—cos(t+%)
- sin (¢t + %)
car sin(2u) = 2cosu sinu et cos(2u) = cos? u — sin? u. '
Enfin, puisque cos(t +%) = —sint et sin (¢ + %) = cost, on a shy = 28 —tan¢ = shx.

Puisque la fonction sh est bijective de R dans R, on en déduit y = x.
Conclusion : x =y = ln(tan(% + %))
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Correction exercice V-09.

1. f est définie et dérivable sur 2 =R\ {%}.

2. Pour x élément de 9,

1 9 -2 1 1 x?-1
+(x“-1) = 2xarctan - .
2x—1 (2x—1)21+ﬁ 20—1 2x2-2x+1
o

f'(x) = 2xarctan

1 x%-1

De plus, pour x non nul : f'(x) = 2xg(x) oir g(x) = arctan Tl—l ~ o ol

3. Pour x élément de 2 \ {0},

1 1 2x(2x3 — 222 +x) — (x2 — 1)(6x% —4x + 1)
C2x2-2x+1 2 x2(2x2 — 2x + 1)2
—2x2(2x% - 2x+ 1)+ 2x* - Tx? +4x— 1
2x2(2x2 — 2x + 1)2
2t —4x% +9x% —4x+ 1
T 2x2(x2 - 2x + 1)2

gx) =

Maintenant,

2

3
20 —4x® +9x% —4x+1=222(x - 12+ To® —dx + 1 =22 (x - 1)% + 7 +z > 0.

2
x—=
7

1
9
En +oo, g(x) tend vers 0, donc g est strictement positive sur ]%, +00|.

Dong, g est strictement décroissante sur 1—o00,0[, sur |0, [ et sur |3, +oo].

Quand x tend vers % par valeurs inférieures, g tend vers —5 + % < 0 et quand x tend vers 0 par valeurs

supérieures, g(x) tend vers +oo.

Ainsi, g s’annule une et une seule fois sur lintervalle 10, 11 en un certain réel xo de ]0, % [

La fonction g est de plus strictement négative sur |xo, %[ et strictement positive sur ]0,xol.

Quand x tend vers —oo, g(x) tend vers 0. Donc g est strictement négative sur | —o0,0[. Enfin, puisque

f(x) = 2xg(x) pour x # 0, on a les résultats suivants :

— sur ]—o00,0[, f' >0, sur10,x0l, f' >0, sur ]xo,%[, f'<0, sur ]%,+oo[, f'>0. Comme f'(0)=1>0, on
a donc : sur ]—oo,xgl, f' >0,

— sur |xo 1 , f'<0etsur l,+oo , f'>0. f est strictement croissante sur ] —oo,xq] et sur l, +oo| et
2 2 2
est strictement décroissante sur [x, 3.

Correction exercice V-10.

. 5 _ _2tanhx TP . l+tanh®x _ 2
1. On sait que pour tout réel x, tanh(2x) = TrtannZy C€ qui s’écrit pour x non nul : =20 = Tanhee OU
1 _ 2
encore tanhx + —— = Tanh(zs) O finalement

2 3 1
tanh(2x) tanhx’

Vx €R*, tanhx =



5.1. EXERCICES CORRIGES 71

2. Soient n un entier naturel non nul et x un réel non nul. D’aprés ce qui précede,

n . . n 2k+1 2k
Up = 2" tanh(2%x) = —
" kZ:O /= \tanh(2¥*1x) tanh(2*x)
B iif, 2k ji 2k
/o tanh(2kx) o tanh(2kx)

i
=S

2n+1

tanh(27+lx) tanhx’

Ensuite, pour x > 0, tanh(2"*1x) tend vers 1 quand n tend vers Uinfini. Donc u,, tend vers +oo quand
n tend vers +oo si x > 0 et vers —oo quand n tend vers +oo si x < 0.

Correction exercice V-11.

1. Pour tout réel x de [—1,1], sin(2arcsinx) = 2sin(arcsinx)cos(arcsinx) = 2xv'1 — x2.
2. Pour tout réel x de [-1,1], cos(2arccosx) = 2cos?(arccosx) —1=2x% — 1.

3. Pour tout réel x de [-1,1], sinz(% arccosx) = %(1 —cos(arccosx)) = %

Correction exercice V-12.

1. Soitx€R ona: Vx2+1> Va2 =|x|=Max{x,—x}. Donc, Vx2+1+x>0et Vx2+1—x>0.
Lexpression proposée existe pour tout réel x. De plus,

In(VaZ+1+2)+In(VaZ+1-x) ln((\/x2+1+x)(v x2+1—x)) =Inx%+1-x2)

In1=0.

2. Lexpression proposée est définie sur R* et impaire. Soit alors x > 0.

ar sh(xz_l) = In x2—1+ (x2—1)2+1
Mo | T 2 (2x)2

1
= ln(—(x2—1+\/x4—2x2+1+4x2))
2x

= 1n(i(x2 —1+V(x2+ 1)2)) = 1n(i(x2 —1+2%+ 1))
2x 2x

= Inx

2
Par imparité, si x <0, argsh (xz;l) = —In(—x). En résumé, en notant ¢ le signe de x,

x2-1

VxeR*,argsh( )zslnlxl.

3. Lexpression proposée existe si et seulement si 2x? —1 € [1,+oo[ ou encore x2 € [1,+oo[ ou enfin x €
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]1—00,-1]1U[1, +ool. Cette expression est paire. Soit donc x € [1,+oc[.

argch(2x®-1) = In@x®-1+v(2x2-12-1)=1n2x®>-1+2xVx2-1)
ln((x +VaZ- 1)2)
21n(x+ \/xz—l)

2argchx

Par parité, on en déduit que

Vx €] —o00,—1]U[1, +ool, argch(2x? — 1) = 2argch |x|.

4. Soit x €R, alors

gthy/ DL riste o cha+1£0et D T 206y BT o1 g
ar, existe chx e =0e -1,
chx+1 chx+1 chx+1
chx-1
o e[0,1
chx+1 (0,11
chx-1 chx—1 _ chx+1-2 _ 1 2

b . 2
Mais, d’une part, 3357 =0et dautre part, 3577 = ot =1 - @eg < L

Lexpression proposée existe donc pour tout réel x et est paire. Ensuite, pour x réel positif, on a

ha—1
1+ Gt vehx+1++vchx—1

ha—1 _ —
1/l Vehx+1-+vchx—1

(Vehx + 1+ vVehx — 1)2 _ 2chx+2V ch?x-1
(chx+1)—(chx—-1) 2

chx+ Vsh?x =chx +|shx| =chx +shx = *

Par suite, x étant toujours positif,

Par parité, on a alors

chx+1] 2°

hx—1
VxE[R,argth( cax ) il

(Remarque. Pour 2), 3) et 4), on peut aussi dériver chaque expression)

5. Pour x>0,

ch(Inx) + sh(lnx) 1 ( 1 1)
— = —|x+—+x——|=1.
x 2x x x

Correction exercice V-13.

1. chx=2 o x=+argch2 =+In(2+ V22 -1) = +In(2 + v/3). Les solutions sont In(2 + v/3) et —In(2 + v/3)
(ou encore In(2—v/3) car (2+V3)(2-v3)=1).
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D[

). Soit donc x € [-3,

D[

2. Une solution est nécessairement dans [—%,

]

arcsin(2x) = arcsinx + arcsin(xv/'2) sin(arcsin(2x)) = sin(arcsin x + arcsin(xv'2))

=
o 2x=x\1-(xV2)2+xV2V1-42
o x=00uV1-2x2+V2-2x2=2
o x=00ul-2x2+2-2x2+2V(1-2x2)(2—-2x2)=4
o x=00u2V(1-2x2)(2—-2x2) =1+ 4x>
o x=00u4(4x* —6x2+2) = (4x® +1)2
o x=00u32x2=17
< x=00ux=\/zoux=—\/Z
32 32

Réciproquement, pour chacun des ces trois nombres x, la seule implication écrite est une équivalence

2
. 11 . : 7\ _14 _16 _(1\2 : :
si x est dans [—35, 5] (ce qui est le cas puisque (i ﬁ) =g<a=Gre arcsinx + arcsin(xv/2) est
dans [-%,5]. Mais,

7 7 7 7 8 1
0 < arcsin |/ — + aresin({/ — V/2) = aresin |/ — + aresin |/ — < 2arcsin{/ — = 2arcsin — = z,
32 32 32 16 16 2 2

et donc arcsin / % + arcsin(y/ % V2elo, % .
De méme, par parité, arcsin(—/ %) + arcsin(—/ % V2)e [-5,0] ce qui achéve la résolution.

3. Soit x € R, alors arcsinx existe si et seulement si x € [—1,1]. Ensuite,

arcsin(2xV 1 - x2) existe xe[-1,1]et2xV1-x2€[-1,1]
x€[-1,1]et 4x%(1—x?) €[0,1]
xe[-1,1]et4x2(1-x%) <1
xe[-1,1let4x* 42> +1>0
xe[-1,1]et(2x2-1)2=0
xel[-1,1]

¢ ¢ 60 09

Pour x € [-1,1], sin(2arcsin(x)) = 2sin(arcsinx)cos(arcsinx) = 2xV1—x2 = sin(arcsin(2xv'1—x2)), et

de plus, arcsin(2xvV1—x2) e[ %, %]. Par suite,

x solution < xE[—l,l]et2arcsin(x)€[—g,g]

o xel-1,1]et arcsin(x)E[—g,%

< X€E

1 1
)

!
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Correction exercice V-14.

1. Six>0, alors % est bien défini et arctan% aussi. Comme x =rcosf et y =rsin6, on a bien % =tan6.
Puisque par hypothese 6 €]—m,7] et que l'on a supposé x > 0, alors cos > 0. Cela implique 6 €13, 5l.
Donc 6 = arctan(tanf) = arctan%. (Attention! Il est important d’avoir 6 €]— 5, 5[ pour considérer
lidentité arctan(tanf)=106.)

2. Si0el-n,nl alors g €1-%,%[ donc g = arctan(tang). Or

sinf ZCosgsing sing ;
= = =tan —
2(9)_ 9 ’
L+cosf 1+ (2cos?(§)-1) cos} 2
s s 0 _ 0) _ sinf
d'ou § =arctan (tan§) = arctan(1+cosg).

3. Remarquons que z = x+1Yy, supposé non nul, est un nombre réel négatif si et seulement si (x =rcosf <0
et y=rsinf =0), c’est-a-dire 6 = 1.
Par conséquent, dire que z n’est pas réel négatif ou nul signifie que 0 €]—m,nl. On a alors x++/x% + y2 #
0 (sinon, on aurait \/x%2+y2 = —x, et donc y=0et x <0) et

y _ rsinf _ sinf
x+\/xZ+y2 rcosf+r l+cosh’

finalement par la question précédente :

sinf

y
—— | =2arctan| ————|.
1+cos6) (x+ /x2+y2)

6 = 2arctan (

Correction exercice V-14.

1. (a) On sait que ch®?u = 1+sh?u. Comme de plus la fonction ch est & valeurs positives, chu = V' 1+sh?u

et donc ch(argshx) = /1 +sh?(argshx) = V1+ 2.

h(argsh
(b) Alors tanh(argshx) = %ﬁihﬁ = \/ﬁ7

(a) Et sh(2argshx)=2ch(argshx)sh(argshx) = 2xV1+x2.

2. On pourrait, comme pour la question précédente, appliquer les formules trigonométriques hyperbo-
liques. Pour changer, on va plutét utiliser les expressions explicites des fonctions hyperboliques réci-
proques. Supposons x = 1, pour que argchx soit bien défini, alors on a la formule (& connaitre) :

argchx =In(x+ Va2 -1).
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(a) Ainsi :
eargchx _ e—argchx
sh(argchx) = 2
x+vVaZ-1-—L
— x+Vxc—1
2
_ox+Val-1 x—Vax2-1
2 2(x+ Va2 -1)(x— Va2 -1)
_ox+Va?-1 0 x-vVa2-1
- 2 2(x2 - (x2 - 1))
= x2-1

sh(argchx)  va?-1

b) Donc tanh hx) = =
(b) Donc tanh(argchx) ch(argeh) .

(¢) Enfin, si u =argchx : alors ch(3u) = ch(2u + u) = ch(2u)chu + sh(2u)shu, ou

{ chQu)=ch®u+sh?u=22+(x2-1)=222-1
sh(2u)=2shuchu =2xvx2 -1

Donc ch(3argchx) = (2x2 — 1x + 2xVx2 — 1Vx2 — 1 = x(4x2 - 3).

75
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5.2 Exercices non corrigés

Enoncé V-01. Résoudre les équations suivantes :

1. arctan(2x)+arctanx = 7.

2. aresin(2x) — arcsin(xv/3) = arcsin(x).

Enoncé V-02. Soient les fonctions f : x — arcsin(sinx) et g : x — arctan/ w

+cosx”

1. Simplifier les expressions de f(x) et g(x).

2. Construire les graphes de f et g.

1—x2
1+x2

2x
1+a2°

Enoncé V-03. Etudier la fonction : ¢ : x — arcsin + arccos

Enoncé V-04. Résoudre dans R ’équation d’inconnue x : arctan(x — 1) + arctan(x) + arctan(x + 1) = 5.

Enoncé V-05. Donner un expression plus simple de :

1+ch 21
+; x; (b) y=argsh(2xV'1+x2); (c) y=argthx2+1.
x

(a) y=argch

Enoncé V-06. Calculer les sommes

(@) 1+chx+ch2x+---+chnx et (b) 1+shx+sh2x+---+shnx.

Enoncé V-07. Simplifier argth -1

x2+1°

Enoncé V-08. Vérifier les égalités

(a) 2argthtanx = argthsin2x, (v) argsh(3x +4x%) = 3argshx.

Enoncé V-09. Expliciter au moyen de la fonction logarithme argch% et argsh %

Enoncé V-10. Déterminer lim(x —In(chx)).
(o)

Enoncé V-11. Montrer que Vx € R ch(2x) = 1+ 2sh?x. En déduire un équivalent de chx—1 en 0.

(n arccos x)

Enoncé V-12. Pour n €N, on pose f,(x) = cos(n arccosx) et g, (x) = 52 N Montrer que f, et g, sont des
—X

fonctions polynomiales.
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Enoncé V-13.

1. Montrer que pour tout x >0, on a

1 x x—1
arctan|—= | = arctan( ) —arctan| ——|.
22 x+1 x

. . % 1 .
2. En déduire une expression de S,, = k;l arctan (m) et calculer nleran.

2ch?(x) - sh(2
Enoncé V-14. Simplifier l'expression M et donner ses limites en —oo et +oo.
x—In(chx)—1n2

Enoncé V-15. Etudier le domaine de définition de la fonction [ définie par

f(x) = argch

1( 1
2 X

et simplifier son expression lorsqu’elle a un sens.
Enoncé V-16. Montrer que l’équation argshx + argchx = 1 admet une unique solution, puis la déterminer.

Enoncé V-17. Etudier f : x— In(chx)—x.
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